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PRÉFACE 


L'auteur se propose en premier lieu d'étendre les principes et les 
méthodes de la mécanique analytique et de la thermodynamique aux 
problèmes de programmation mathématique et d'économie mathé- 
matique. Pour comprendre les résultats obtenus point n’est besoin 
d’une culture mathématique très élevée car on se borne à des modèles 
physiques et mécaniques simples et on n'utilise en fait de modèles de 
milieux continus que les liquides incompressibles et les gaz parfaits. 
Comme chaque modèle représente un primal et son dual à la fois, les 
résultats essentiels de la théorie des équations et des inéquations 
linéaires, de la programmation linéaire et non linéaire et de l’écono- 
mie mathématique acquièrent un support physique sensible (à la 
différence que dans le premier cas on prend pour paramètres d'état 
indépendants des variables extensives et dans le second des varia- 
bles intensives). L'état d'équilibre du modèle définit donc les vecteurs 
optimaux des problèmes associés et il y a entre ces vecteurs des 
relations simples résultant de l'équation de Clapeyron-Mendéléev. 
I1 en est de même des modèles économiques dynamiques qui s’inter- 
prêtent comme étant des transformations quasi ou pseudo-statiques 
des systèmes physiques. 

De nombreuses pages sont consacrées à des méthodes numériques 
qui mettent en équations le passage des systèmes physiques d'un 
état initial quelconque à la position d'équilibre. L'idée de base est 
ici de commander ces phénomènes en introduisant successivement des 
liaisons redondantes provisoires indépendantes du temps, ce qui per- 
met de décomposer l'évolution spontanée vers l'équilibre cherché 
en plusieurs processus élémentaires dont la description mathématique 
ne présente pas de difficulté. La convergence des algorithmes corres- 
pondants découle des principes généraux de la thermodynamique. 

La valeur des idées et des principes se mesure au nombre de bran- 
ches scientifiques où ils trouvent des applications utiles, si bien que 
l’auteur estimera avoir atteint son but s'il arrive à montrer que les 
principes de la mécanique analytique et de la thermodynamique 
s'appliquent efficacement à la recherche économique. PACE 
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I] faut que le lecteur soit fixé sur le sens des mots « méthodes de la 
théorie de l'équilibre » qui figurent dans le titre du présent ouvrage. 
L'auteur n'a pas la prétention d'exposer une théorie économique. 
Son objectif est plus modeste : il veut montrer que certains modèles 
économico-mathématiques (qui sont pour la plupart connus) con- 
duisent à des problèmes d'équilibre analogues à ceux qui relèvent de 
la mécanique analytique et de la thermodynamique. La théorie de 
l'équilibre est un « code » de principes et de méthodes à la base de la 
statique, de la thermodynamique et de la théorie de la stabilité. 
Le chemin qu'elle a parcouru depuis Archimède et Galilée jusqu'à 
Gibbs et Ljapunov, va de la recherche des conditions de repos à celle 
des conditions d'un processus donné, i.e. du mouvement. Son idée 
directrice est l’existence d'une fonction d'état dont les maximumset 
les minimums correspondent aux équilibres réels stables ou au mouve- 
ment réel stable du système, idée qui a inspiré dans le premier cas la 
théorie des potentiels (Leibniz, Lagrange, Helmholtz, Clausius, 
Gibbs) et dans le second les principes variationnels de la dynamique 
(Maupertuis, Euler, Lagrange, Hamilton, Jacobi, Poincaré). Les idées 
et les méthodes de la théorie de l'équilibre jouent également pour les 
problèmes de la dynamique qui se ramènent formellement à ceux de 
la statique (le lecteur n’a qu'à se rappeler le principe de d'Alembert, 
les équations aux variations de Poincaré et la théorie de la stabilité 
de Ljapunov). 

Des’mathématiciens feront probablement grief à l’auteur d'abuser 
de la mécanique et de la physique. Quoi de plus simple en effet que 
la fidélité au formalisme mathématique qu’on n’abandonne pour des 
analogies mécaniques ou thermodynamiques que dans quelques 
paragraphes (que le lecteur pourrait d’ailleurs sauter). Il se peut 
même qu'ainsi conçu le livre ait un public plus nombreux, mais en 
revanche l’auteur serait beaucoup moins satisfait de son travail. 
Car il s'adresse à ceux qui disent avec le grand Boltzmann: « Le 
temps n’est plus où un mortel peut embrasser toutes les sciences, ou 
peu s’en faut. On choisit aujourd'hui une discipline déterminée, et 
encore pas toute, mais un chapitre restreint. Mais combien parfait 
est par contre l’enchevêtrement de différentes sciences, si bien que 
malgré une « division du travail » fort poussée un savant se doit de 
ne pas perdre de vue les territoires d'autrui, ce qui est malheureuse- 
ment impossible sans qu'on les survole périodiquement. » 
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« … toutes les sciences réunies ne sont 
rien autre chose que l'intelligence humai- 
ne, qui reste toujours une, toujours la 
même, si variés que soient les sujets aux- 
quels elle s'applique, et qui n’en reçoit 
pas plus de changements que n'en ap- 
porte à la lumière du soleil la variété des 
objets qu'elle éclaire... » 


Descartes 


Les ouvrages, parfois excellents, ne manquent pas qui traitent de 
la théorie et des méthodes de résolution des problèmes de program- 
mation mathématique et d'économie mathématique. L'originalité de 
ce livre est dans sa façon d'exposer certains résultats de ces sciences 
à la lumière des grands principes de la mécanique analytique et de la 
thermodynamique. Il s'adresse à un public varié, ce qui explique 
la décision de l’auteur de se borner à des résultats connus de tous ceux 
qui s'intéressent à la mécanique et à la physique. 

L'auteur fait siennes ces paroles de Lanczos à propos de la méca- 
nique : « [Il est peu probable qu'il existe une autre science exacte 
qui allie si bien et si organiquement des développements mathémati- 
ques abstraits et des résultats physiques concrets. Ce n’est pas un 
effet du hasard que les principes de la mécanique ont exercé un attrait 
irrésistible sur de grands mathématiciens et physiciens... La mécani- 
que analytique est plus qu’une méthode efficace pour résoudre les 
problèmes dynamiques qui interviennent en physique et en techni- 
que » [40]. Lagrange, Laplace, Euler et Hamilton ont érigé un édifice 
dont les fondements ont été posés par Galilée, Newton et Leibniz et 
qui est, selon Boltzmann, « un exemple merveilleux pour toute 
théorie physico-mathématique ». La mécanique analytique l’a juste- 
ment été pour les pères de la thermodynamique classique dont la 
théorie des potentiels constitue un des chapitres les plus importants. 

Le fait que les principes généraux de la mécanique analytique 
et de la thermodynamique jouent dans toutes les disciplines physi- 
ques et chimiques incite naturellement à utiliser leurs méthodes pour 
étudier le comportement de tous les systèmes matériels, y compris 
les systèmes économiques. 

Loin de nous la pensée que cette voie nous amène à une théorie 
économique nouvelle. Notre livre relève d’une tendance qu’on ne 
saurait définir mieux que ne l'ont fait von Neumann et Morgenstern : 
« … T1 est sans doute raisonnable de découvrir le pourquoi du progrès 
des autres sciences et de voir si ces principes ne pourraient pas jouer 
le même rôle en économie. Si la nécessité d’autres principes se fait 
sentir, elle le sera au cours de l’évolution réelle de la théorie économi- 
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que. Ce fait à lui seul fera révolution dans la science. Comme ce 
n’est pas le cas (ce que nous ne connaissons que trop bien) et que 
nous ne sommes pas du tout sûrs qu'il faut utiliser des principes fon- 
cièrement différents, il serait imprudent de traiter les problèmes 
autrement qu'on ne l’a fait en physique » [50]. 

Le livre donne les interprétations physiques de problèmes de pro- 
grammation mathématique et de certains modèles économiques. 
Comme l’état d'équilibre de leur modèle physique équivalent définit 
le bivecteur optimal des deux problèmes associés, les conditions 
d'équilibre mécanique, conséquence du principe des déplacements 
virtuels, expriment naturellement le théorème fondamental de dua- 
lité. 

Les modèles étudiés sont soumis à des liaisons rigides ou élasti- 
ques et contiennent en qualité de fluide moteur un liquide incom- 
pressible ou un gaz parfait. On établira une méthode générale de 
résolution numérique dont l’idée de base est de commander le trans- 
fert d’un système physique à un état d'équilibre par introduction 
de liaisons redondantes indépendantes du temps. 

Le lecteur fera connaissance avec des modèles physiques qu'on 
rencontre en algèbre linéaire, en programmation linéaire et non liné- 
aire, en théorie de l’équilibre et en théorie de croissance économique. 
I] verra que la maximisation et la recherche de l'équilibre des prix 
sont en fait des problèmes de l'équilibre des systèmes physiques actifs 
(premier cas) ou passifs, i.e. isolés (second cas). Puisque la recherche 
de l'équilibre d’une économie à plusieurs agents ayant leurs objectifs 
propres équivaut à définir l'équilibre d’un système physique passif, 
on comprend que cette économie possède une fonction d'état globale 
qui atteint son maximum à l'équilibre. On dirait une sorte d'entropie 
qui définit non seulement l'état d'équilibre, mais aussi le sens des 
phénomènes économiques spontanés. Ainsi, les chercheurs économis- 
tes peuvent s’armer d'idées, de principes et de méthodes de base de 
la mécanique analytique, de la thermodynamique statistique et de 
la thermodynamique phénoménologique. 

Nous voudrions dire quelques mots sur le contenu du livre afin 
que le lecteur sache s’il doit persévérer dans sa lecture. 

Notons en premier lieu que les modèles physiques et mécaniques 
considérés nous amènent naturellement à traiter les problèmes de 
programmation mathématique et d'économie mathématique en ter- 
mes d'équilibre des systèmes physiques dont la fonction d'état est 
un analogue de la fonction de forces de Leibniz ou du potentiel 
thermodynamique de Gibbs. En ce qui concerne les contraintes, 
leurs analogues sont les liaisons bilatérales ou unilatérales qui déter- 
minent les variations admissibles des paramètres d'état du système 
étudié, et les conditions d’optimalité et les conditions d'équilibre 
économique sont évidemment établies moyennant le principe des 
déplacements virtuels dont le rôle dans les sciences a été capital de la 
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mécanique analytique, le calcul variationnel, la thermodynamique 
à la relativité. 

On devine en fait ce principe derrière toutes les conditions d'op- 
timalité de la programmation mathématique et on dit avec Lagrange : 
« Et, en général, je crois pouvoir avancer que tous les principes 
généraux qu'on pourrait peut-être encore découvrir dans la science de 
l'équilibre ne seront que le même principe des vitesses virtuelles, 
envisagé différemment, et dont ils ne différeront que dans l’expres- 
sion. Mais ce principe est non seulement en lui-même très simple et 
très général ; il a, de plus, l’avantage précieux et unique de pouvoir 
se traduire en une formule générale qui renferme tous les problèmes 
qu’on peut proposer sur l'équilibre des corps » [38]. Les ouvrages de 
programmation mathématique décrivent d'habitude la méthode des 
multiplicateurs indéterminés, et on ne doit pas oublier que Lagrange 
l'a proposée uniquement pour appliquer le principe des déplacements 
(ou vitesses) virtuels à des problèmes de mécanique des systèmes à liai- 
sons parfaites. C’est encore Lagrange qui a interprété physiquement 
ces multiplicateurs qui portent depuis son nom, et formulé le prin- 
cipe de la libération qui « a la même généralité que le principe des 
vitesses virtuelles » (Bertrand) [38]. 

Rappelons ce que nous avons dit des problèmes primal et dual, 
à savoir qu'ils constituent un même problème d'équilibre où seuls 
varient les paramètres d'état indépendants. On peut faire une analogie 
avec la statique des systèmes élastiques lorsque les paramètres 
d'état sont soit des contraintes, soit des déformations des constituants 
du système, i.e. les variables extensives ou intensives. Outre qu'elle 
enrichit la théorie de la dualité, cette interprétation la rend plus 
accessible. Chose curieuse, les lois qui traduisent les propriétés 
physiques des corps réalisant les liaisons (telles les lois de Hooke ou 
de Clapeyron-Mendéléev) relient de même les solutions optimales 
du primal et du dual et l'égalité de l’optimum de la fonction écono- 
mique des deux problèmes est un analogue de la loi de la conservation 
de l'énergie (*). 

Ainsi, les inconnues du primal et du dual sont les paramètres 
d'état du système dont l'équilibre définit les valeurs optimales des 
deux ensembles de paramètres. En termes d'équilibre économique, 
cela signifie que les prix sont les paramètres d'état de l'économie au 
même titre que les quantités de produits disponibles et qu’une varia- 
tion de conditions extérieures conduit à un autre équilibre tel qu'il 
y ait entre ces deux ensembles des relations valables pour toutes les 
conditions extérieures. Les systèmes économiques possèdent, nous 
l'avons dit, une fonction d'état (un analogue de l'entropie) dont la 
croissance détermine les directions possibles des transformations 
spontanées et le maximum l'équilibre de l’économie. Ceci étant, ces 


(*) On trouve le même résultat dans [26]. 
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modèles économiques renferment naturellement des analogues des 
inégalités thermodynamiques qui entraînent le principe de stabilité 
de Le Chatelier [36]. 

L'auteur se penche tout particulièrement sur des techniques nu- 
mériques nouvelles qui résultent des principes et des méthodes de la 
théorie générale de l'équilibre et utilisent les propriétés physiques 
connues des corps qui réalisent les liaisons dans les modèles représen- 
tatifs des problèmes d’extrémum de programmation mathématique, 
des systèmes d'équations et d’inéquations et dans les modèles 
économiques. 

La méthode des liaisons redondantes nous paraît la plus intéres- 
sante en la matière. Elle procède de la possibilité de contrôler le pas- 
sage du modèle physique à l’état d'équilibre en introduisant succes- 
sivement des liaisons supplémentaires (redondantes) absentes du 
problème modélisé. En imposant des liaisons redondantes indépen- 
dantes du temps et compatibles avec l’état actuel, on décompose 
l’évolution du système en plusieurs transferts à des états intermédiai- 
res qui constituent l'équilibre compteetenu des liaisons données. 
Comme le travail des forces extérieures est nul dans les changements 
de liaisons, les processus s'effectuent spontanément et la convergence 
des algorithmes de liaisons redondantes découle du deuxième principe 
de la thermodynamique. | 

Notre étude portera également sur les méthodes de pénalisation. 
Lorsqu'il a parlé de l’inconvénient de la méthode de Rayleigh-Ritz 
pour les problèmes de vibrations des systèmes élastiques, Courant 
a suggéré un artifice qui permet d'annuler l'effet des conditions aux 
limites rigides. Il a dit entre autres : « Il importe de noter à ce propos 
que les frontières fixes peuvent être considérées comme un cas limite 
des frontières libres » [23]. 

Cette idée se réalise de diverses manières. Courant a proposé 
d'introduire dans la fonctionnelle à minimiser un terme de pénali- 
sation proportionnel à l'énergie cinétique des particules du contour 
libre(*). On arrive évidemment au même résultat en appliquant des 
forces proportionnelles aux écarts par rapport à des conditions aux 
limites rigides données. Courant a évoqué la nécessités d’un com- 
promis dans la pénalisation réelle. Il a dit : « Du point de vue prati- 
que aussi bien que théorique il y a intérêt à étudier le choix préfé- 
rentiel de ces paramètres artificiels » [23]. C’est donc à Courant qu'on 
doit la première formulation mathématique de la technique en ques- 
tion. 

On a analysé depuis divers problèmes de minimisation avec con- 
traintes, proposé des fonctions de pénalisation et démontré, sous des 
hypothèses assez faibles, des théorèmes de convergence (voir la bi- 


(*) Dans le problème analysé par Courant le paramètre de pénalisation 
est la densité de la matière de ce contour. 
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bliographie de [8]et de [28]). La classe de méthodes itératives s’est 
donc enrichie d'un procédé qui réduit un problème de minimum lié 
à une suite de problèmes de minimisation sans contraintes. Dans les 
méthodes SUMT (sequential unconstrained minimization technics) 
où les fonctions de pénalisation croissent indéfiniment pour toute 
perturbation finie sur les contraintes, la vitesse de convergence des 
procédés de descente décroît sensiblement d’un problème à l'autre. 
On ne saurait cependant ranger la pénalisation parmi les modes 
opératoires qui ne donnent que des solutions très grossièrement appro- 
chées. En effet, cet inconvénient n'est propre qu'à certains (nulle- 
ment les plus performants) procédés SUMT. On élabore d'autres 
méthodes (+), des méthodes finies en particulier, où le rôle de fonc- 
tion de pénalisation revient à une fonction d'écart régulière de signe 
défini qui est donnée par des conditions connues [28]. 

L'efficacité de la pénalisation a un autre aspect autrement im- 
portant qui déborde le cadre mathématique usuel. 

Courant a examiné dans [23] des méthodes pour des problèmes 
mathématiques d'origine physique. Un mathématicien est plutôt 
indifférent au degré de cohérence du modèle mathématique et du 
phénomène physique réel. Ce qui l’intéresse, c'est le problème même : 
si celui-ci est bien posé, il faut le résoudre, et toutes les difficultés 
qu'il rencontre en cours de route, il les tourne en mathématicien. 
N'oublions cependant pas que les méthodes de résolution et les solu- 
tions mêmes ne se rapportent à l’objet physique que via son modèle. 

On n'ignore pas le grand rôle que la notion de liaisons parfaites 
réalisées par des corps rigides ou par des fils inextensibles a joué 
en mécanique. En effet, ces liaisons sont représentées par des équa- 
tions ou des inéquations et le travail virtuel de leurs réactions est 
nul. La mécanique analytique doit beaucoup aux liaisons parfaites 
qui modélisent les liaisons réelles. Ceci étant, on rappelle qu'une 
liaison parfaite, un solide parfait et un liquide incompressible ne 
sont rien autre que des modèles de liaisons réelles et de corps physi- 
ques qui ne font pas toujours l’affaire. Peut-on par exemple expliquer 
le transport de mouvement dans la collision de deux corps supposés 
solides parfaits? En examinant un problème de collision, Jean 
Bernoulli a dit à propos du concept de durété parfaite : « C’est une 
chimere qui repugne à cette loy generale que la nature observe cons- 
tamment dans toutes les operations... qu'on peut appeler Loy de 
continuite » [22]. 

On ne manque pas d'exemples de modèles ou de concepts primi- 
tivement utiles qui devaient devenir caducs et entraver la résolution 
de problèmes mathématiques. A notre avis, on ne doit pas qualifier 
d’artificiel le paramètre de pénalisation du problème de Courant ni 
assimiler son choix à un compromis. 


(*) Voir chap. II, 8 2, 6. chap. III, $ 3.5, chap. V, VI, IX. 
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La pénalisation est beaucoup plus qu’une méthode numérique 
pour des problèmes d'extrémum lié. Technique de modélisation, elle 
permet de se libérer de l'hypothèse des liaisons parfaites. Cela nous 
incite à penser que lever des difficultés d'ordre numérique n'est pas 
essentiel. Il est infiniment plus important de choisir des fonctions 
de pénalisation qui reflètent suffisamment bien les propriétés physi- 
ques, économiques ou autres des liaisons réelles. Ainsi, on doit se 
tourner vers la réalité et étudier le contexte concret qui a nourri le 
modèle mathématique. L’analogue de la pénalisation dans la Nature 
est évidemment la propriété de déformabilité des liaisons que Jean 
Bernoulli a appelée « Loy de continuite » [22]. 

On ignore la date de naïssance de la méthode de pénalisation. 
Son père fut celui qui a le premier fixé une peine adéquate pour une 
violation des règles et des lois. Le rapport célèbre [23] a seulement 
marqué le début de sa carrière mathématique. De nombreux ouvra- 
ges développent et justifient la pénalisation et en donnent des appli- 
cations. Dans l’économie les fonctions de pénalisation doivent tra- 
duire cette réalité objective qu'est le caractère élastique des liai- 
sons économiques, et la pénalisation devient l'appareil mathématique 
le mieux indiqué pour analyser les problèmes de planification et de 
gestion dans une économie qui réalise une heureuse symbiose du 
centre de décision et des unités périphériques partiellement autono- 
mes. Les méthodes de pénalisation seront visiblement très utiles 
pour déterminer le degré de centralisation le plus efficace. 

Les méthodes SUMT s'avèrent de même séduisantes dans les pro- 
blèmes variationnels de la théorie de la commande optimale. Il nous 
a été impossible dans ce livre de réserver à ces problèmes la place 
qu'ils méritent. Seuls le dernier paragraphe du chapitre IV et les 
chapitres X et XI sont afférents aux problèmes dynamiques de la 
commande optimale. Suivant qu’on les considère en temps discret 
ou en temps continu, on aboutit aux mêmes analogues des problèmes 
d'équilibre ou à des analogues des problèmes de dynamique analyti- 
que de d’Alembert-Lagrange et des principes variationnels de la 
dynamique et de la théorie de Hamilton-Jacobi. 


CHAPITRE PREMIER 


ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES MÉCANIQUES 
À LIAISONS LINÉAIRES 
ET PROBLÈME DE PROGRAMMATION LINÉAIRE 


$ 1.1. Introduction 


On reconnaît l’analogie des problèmes intervenant dans des scien- 
ces différentes à leur énoncé mathématique identique. Etudier ces 
analogies c’est faire progresser une discipline scientifique par des 
emprunts faits à une autre. Deux directions sont à signaler en l’occur- 
rence : la création des calculateurs et des machines analogiques et la 
généralisation d'idées, méthodes et résultats d’une branche scienti- 
fique aux êtres et phénomènes étudiés par une autre. La dernière 
orientation est celle de notre livre. Un problème de minimisation 
avec contraintes s’interprète évidemment comme étant un problème 
de l'équilibre d’un système mécanique où le rôle de fonction écono- 
mique incombe à l'énergie potentielle et celui des contraintes aux 
liaisons imposées au système. Cette approche ets d’une exploitation 
fructueuse car on utilise les principes et les méthodes de la théorie 
de l'équilibre des systèmes mécaniques à liaisons unilatérales ou 
bilatérales et les propriétés des corps qui réalisent ces liaisons. Sans 
nous borner à des analogies formelles, nous analyserons des systèmes 
mécaniques et physiques concrets qui modélisent des problèmes de 
programmation mathématique, d’algèbre linéaire et d'économie 
mathématique. Cela nous permettra d'interpréter physiquement les 
résultats théoriques fondamentaux et, ce qui plus est, de considérer 
les algorithmes comme des descriptions mathématiques du passage 
contrôlé des systèmes physiques à l'équilibre. Le chapitre premier 
est consacré à des modèles mécaniques de systèmes d'équations et 
d'inéquations linéaires et à des modèles de couples de programmes 
linéaires duals. Il y a intérêt à noter que le primal et le dual consti- 
tuent deux énoncés d'un problème relatif à l'équilibre d'un même 
système mécanique dont les liaisons traduisent l’incompressibilité du 
liquide qui en remplit les volumes. Les conditions d'équilibre d’un 
tel problème expriment le théorème fondamental de dualité et l'éga- 
lité des valeurs de la fonction économique à l’équilibre représente l4 
loi de la conservation de l’énergie. Les composantes des vecteurs opti- 
maux du primal et du dual ont une signification simple : elles défi- 
nissent les volumes du modèle et les pressions dans ces volumes à l'é- 
quilibre. Dans le chapitre suivant nous traiterons des modèles dits 
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physiques qui s’obtiennent de ceux décrits si l’on remplace le liquide 
incompressible par un gaz parfait. Avec ces modèles on a toute lati- 
tude d'utiliser les grandes idées et méthodes de la thermodynamique 
afin de saisir le sens des problèmes à modéliser et de construire des 
algorithmes efficaces. 


$ 1.2. Equations et inéquations linéaires 


I] est naturel qu'on commence l’exposé de la méthode de simula- 
tion physique par de simples problèmes d’algèbre linéaire tels que la 
recherche des solutions d'équations et 
d'inéquations linéaires. Les modèles 
requis sont des systèmes de volumes com- 
municants qui contiennent un liquide 
incompressible. Il s’agit de modèles plutôt 
mécaniques qui ont la propriété utile de 
réduire un problème mathématique à la 
recherche de l'équilibre d’un système 
mécanique et de donner un sens intuitif 
aux problèmes mêmes et aux résultats 
théoriques importants. 

La fig. 1.1 représente deux cylindres 
communicants de hauteur 2/et de base 
a, et a, respectivement. Chaque cylindre 
est séparé en deux par un piston qui se 

Fig. 1.1 déplace librement. Soit z, et x, les coor- 

données de la position des pistons. Elles 

sont comptées positivement vers le haut à partir du milieu du cylin- 

dre correspondant. Désignons par V* la somme des volumes Vf*, 

V{* au-dessous des pistons et par V7 la somme des volumes 
V®?, VS’ de l'autre moitié des cylindres. On a évidemment 


VOL VO EVE Lo (+ xs) + ae (1+ %o), 

VOIE VIE = a (1— 3) + ao (1 — 22). 
Remplissons les volumes V* d'un liquide incompressible en quanti- 
te Vt* et! les volumes Vt d'un liquide en quantité V(7, Vt# et 
V{-) étant tels que 


VA LV = 97 (as + ao). 
Cette condition signifie que les volumes sont remplis complètement. 
Ainsi, les quantités z,, x, sont reliées par l'égalité 
y(+) _— tr) 
ou h 
dits + data = VY — 1 (a + a), 
relation qui exprime la propriété d'’incompressibilité du liquide. 
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On note que le système décrit permet de réaliser tous les zx, et x, 
qui respectent l'égalité 


AiTy + Aolo = D, (1.1) 
avec |zx, |, [| ze [SE, à condition de poser 
Ve b+I(ata), Vo = —b+ (a +). 


Il s’agit donc d'un modèle de l'équation (1.1). 

On note de suite le caractère spéculatif du modele en question. En 
effet, on fait abstraction des propriétés d’un système réel telles que 
le poids des solides et du liquide, le 
frottement, etc., pour nous contenter 
de cette propriété essentielle qu'est 
la validité de (1.1). Les contraintes 
| IS£, [ze [SE ne nous parais- 
sent pas importantes non plus vu que { 
peut être pris aussi grand qu'on le veut. 
Le lecteur est prié d'en tenir compte 
tout au long de ce chapitre. 

Proposons-nous de former le mo- 
dèle de (1.1) à coefficients de signes 
opposés, disons & > 0, a: <<0. On 
vérifie sans difficulté que ce modèle est 
représenté par la fig. 1.2 où les cylin- 
dres ont leurs bases égales aux valeurs 
absolues de a, et a: Eneffet, on a à partir de cette figure 


VO LV LV Las xs) +] 2] (— 22), 
D SV EVE 2 al 2) an] (+ 
Supposons que les quantités V‘* et V- sont telles que 
PA) y) 0] (| as 1 +] a 1). 


Le liquide étant incompressible, les pistons occupent les seules 
positions pour lesquelles 


y) 2 7) 
ou 

[eilai—|alre=V Ia l+] a). 
On a, par suite de æ >0, a: 0, 


dit: + AoTe —= y (+) — | (a: — 2). 
Prenons 


VA = D +1 (ai + a), 
y) —b+l(a; — a), 
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il vient le modèle cherché. Comparons les modèles 1.1 et 1.2. On 
établit une règle importante qui s’énonce comme suit : ne sont commu- 
nicants que les volumes affectés de même signe, et le signe (+) indice le 
volume au-dessous du piston si le coefficient correspondant est positif et 
le volume au-dessus du piston dans le cas contraire. 


rs 
| © 1 
Y a b 
| ©1 
Le! 
> rm œ J 
(&| Le] lGl la4| l&a-1| [an 1 
>0 a>0 a,<0 a,<0 On-1>0 a<0 
Fig. 1.3 


Dans les deux cas, la surface de la base du cylindre vaut la valeur 
absolue du coefficient. Notons V{*?, V9”, V®, VO les volumes 
marqués par (+) et (—) sur les figures 1.1 et 1.2. La règle énoncée 
s'écrit formellement 


7) a; (+ x) pour a; >0, 
‘es —a;(l—zx;) pour a <0, 
po a;(l—x;) pour a,2>0, 

— a;(l+zx;) pour a <O0, 
po 


— d>(l—zx>) pour &æ<0, 
a>(1l— zx) pour a >0, 
— da>(l+zx>) pour a<0. 


Le modèle physique de l’équation linéaire à plusieurs inconnues 


: az(l+x2) pour a 20, 


D ax =b (1.2) 


se présente de lui-même à l'esprit (fig. 1.3). La règle des signes de 
V'*' et V{ est donnée, comme pour les modèles 1.1 et 1.2, par 
les formules 


en | a(l+xi), «20, 
F U—a(l—zx), a<0, 
no a;(l—x;), ai20, 
VU—a(t+zm), a<0, 
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et 
v® =) Vi =l Dal 2 a+È an=l} [al+X an 
ay>0 i=1 ii 
D Ÿ RE D a; — 1 ÿ a À art À lal-È dits. 
ii a,>0 a;<0 is { 
Remplissons V'* ,..., V{ d’un liquide incompressible en quantité 


Pi D} al+b 


et yo), ..., VS) du même liquide en quantité 
n 
el 2leal-b, 


il vient le modèle de l'équation (1.2) dont la validité résulte, en 
effet, des conditions d'incompressibilité V® = V® et V9 = pe 
quel que soit l’état possible du modèle. 


Il y a intérêt à indiquer une version (fig. 1.3) qui correspond 
à l'équation avec second membre 


5 a;z; = 0, 


qui s'écrit également 


à ati =0, (1.3) 
ii 

où 
An£n = — b. 


Entre le modèle de (1.3) et celui de (1.2) il y a la différence suivante: 
dans le premier cas, le piston du n-ième cylindre est fixé et ou bien 
sa coordonnée z, = b si la surface de la base vaut 1, ou bien x, = 1 
auquel cas la surface est | b |. 


‘A condition de prendre b pour variable, le modèle donne Ja va- 
leur de la forme linéaire 


n— 1 
2 dit. 


On voit que la construction d’un modèle d'une inéquation linéaire 
de la forme 


D mr <b (1.4) 


2—0680 
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constitue elle aussi une opération facile du moment que l'inégalité 
(1.4) devient, par introduction d'une variable non négative addi- 
tionnelle x,+,, l'égalité 

n+ 1 


> ait; — b, 
i= 1 


avec 
Anti = À, Tn+1 > V. 


Les contraintes r,:12>0 (non-négativité) sont représentées par 
les butées au milieu des cylindres, qui limitent le déplacement des 
pistons. 


$ 1.3. Systèmes d'équations et d'inéquations linéaires 


La modélisation d'un système d'équations ou d’inéquations liné- 
airess'effectue désormaissans difficulté. Le modèle d’un système de m 


Fig. 1.4 


équations linéaires à x inconnues constitue évidemment un système 
de m modèles de m équations qui sont reliés de façon que les pistons 
qui repèrent une même inconnue se déplacent d'une même quantité. 
Il est naturel de réaliser cette liaison sous la forme d’une tige attachée 
rigidement à m pistons. 
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On conçoit que le modèle de la fig. 1.4 du système d'équations 
linéaires 


2 Csilz; — De, S — 1, 2, ss M, (1.5) 


est une réunion pure et simple de m modèles d'équations du système. 
L'élément qui appartient à la colonne ài et à la ligne s, est un cylindre 
dont la base a une aire égale à la valeur absolue du coefficient a... 


CAT |Gsil 


Fig. 1.5 
Son volume 21 | a; | est partagé en V£f* et V{? par un piston mobi- 


le. La fig. 1.5 représente le cylindre pour a,;; > 0 et as; 0. La 
règle des signes ci-dessus entraîne les formules 


y = si (+ xi) pour asi Z0, 
— si (l—zx;) pour a; <0, 

nn = | as (l— x) pour as 20, 
 Ul—aa(+zx;) pour ai <0, 


y = D vf 1 D [asl+ 2 D dsilis 


n Se 
_ _ | 1.6 
vo — à VE=I Y lasl— à Gsitis (1-6) 
1= 


enr 
s—=1, 2,...,m 


Les états possibles du modèle sont alors les solutions du systè- 
me (1.9) si 


pp, pop) s21, 2, m 
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avec les égalités évidentes 


vi) = 2 [ai | + 0,, 


_ ñ 4.7 
VIS arl—b,, 9 
i=1 


s—1, 2,...,m. 


Le système (1.5) s'écrit en notation vectorielle 


Az = b, 
où 
Gui ip - ++ Ain Ti bs 
a Uno . T b 
A= | %21 Zn . æ= 2  b— 2 
ue 
Ami m2 - + mn Th bn 


Désignons par Guy (@s:, As», + + +, Ayn) le s-ième vecteur-ligne et 
munissons le vecteur a d’une norme sous forme de somme de modules 
de ses composantes, il vient 


n 
Î lg Ï = 2 | Œsi |. 


Les formules (1.6) et (1.7) s’écrivent avec ces notations 


VH=Illa,||+ (a, x), | 4.8) 
vo) =] l as | —(@s, x), | 
VS) =]la b,, 
y Ilas || + | 1.9) 
vo? = | | ds ] —b., 


s=1, 2, 7 Me 


Un système de m, inéquations et m — m, équations 
n 
2 Gsiti LOss s=1, 2, oc... My, 


n 
2 anti = be s=m+i, -..,) M, 
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se ramène au cas considéré par introduction d'inconnues additionnel- 
les Tr+zs + + +, Zn+m, NON négatives: 


n 
2 Gsili + Tn+s — b,, S — 1, 2, ss My) 
4e 


(1.10) 


n 
À Gti = b,, S==mi+1,...,m, 
i= 


Znss>0 s—1, 2, ...,m. 


Les conditions x}:,2>0 sont garanties par les butées au milieu des 
cylindres correspondants. (Pour le modèle de (1.10) voir fig. 1.6.) 


Fig. 1.6 


Nous aurons intérêt, dans l'exposé qui suit, à utiliser un système 
équivalent à (1.10), à savoir 


LL 


à Gsiti — Es = 0, s— 1, ...s M, (1.11) 


<b, pour s—1,...,m, 
ë, | 


— 0, pour s—m,+1,...,m. (1:12) 
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Posons 


Gyy Gye Gin —1  Ù 0 
A, — Uny lon O —1 0 
mt Am? - :.: mn 0 0 .. — (1.13) 
“+ x; pour i—1, 2,...,n, 
u—|) Ur |, u,— . 
Es pour i—n+ts, s—1, 2, ...,m. 
Un+m 


Le système (1.11)-(1.12) se récrit 
A,u = (. (1.14) 


Le vecteur-ligne a, de la matrice À, a pour norme 


las I=1+ 2 lait (1.15) 


et, par analogie avec (1.8), (1.9), les quantités V{*, PV, VV 
se définissent par les formules 


ARE asll+ (as, u)=11I| a, +2 Asiti — Es 
s (1.16) 


Vs = cell—(as, u)=1||[ all — à asili + Es 
VOS VO = Ila,l, s=1,...,m. (1.17) 


Le modèle de la fig. 1.7 est évidemment dans les états vérifiant 
(1.11)-(1.12) si 


pH y), pop), s=1, 2, ...,m. 


Ainsi, les modèles examinés sont autant de systèmes mécaniques 
de corps solides qui peuvent effectuer le mouvement de translation. 
Les déplacements des solides sont soumis à des liaisons linéaires 
unilatérales (exprimées par des équations) et bilatérales (exprimées 
par des inéquations). Le liquide incompressible qui occupe les volu- 
mes, réalise les liaisons imposées au système mécanique. Au $ 1.4 
nous analyserons le problème général de programmation linéaire 
dont l’ensemble des solutions réalisables est défini par les modèles 
construits. 
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REMARQUE. Il est connu que le système (1.11)-(1.12) peut ne pas 
avoir de solution. C'est justement l'incompressibilité du liquide qui 


Fig. 1.7 


interdit l'élaboration du modèle mécanique décrit de ce système 
car les conditions 


VE) po Vs =1, 2, ...,m, 


ne sont remplies pour aucune position des tiges. 

Toute simulation d'un système d'équations et d’inéquations 
linéaires par un dispositif rempli d’un liquide incompressible se fera 
donc sous l'hypothèse de l'existence d’une solution de ce système. 

Nous verrons plus loin que si le fluide actif est non pas un liquide 
incompressible, mais un gaz parfait, on arrive à modéliser des systè- 
mes incompatibles et qu'on minimise à l'équilibre une norme des 
écarts. 
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$ 1.4. Problèmes de programmation linéaire. 
Théorèmes de dualité 


De nombreux problèmes de décision se ramènent à maximiser ou 
à minimiser une fonction linéaire sur un ensemble défini par un sys- 
tème d'équations ou d'inéquations linéaires. C’est ce qu’on appelle 
problème de programmation linéaire qui est un modèle mathématique 
de problèmes importants dans lesquels on recherche une répartition 
la plus efficace de ressources en économie, industrie et gestion des 
affaires. 

Depuis qu’elle a vu le jour dans l’œuvre de Kantorovitch [5, 6, 33], 
la théorie de la programmation linéaire a nourri une foule d’articles, 
de monographies et de manuels, si bien que l’auteur passe outre aux 
notions de base pour se consacrer à son objectif : la méthode de simula- 
tion physique et ses applications. 

Les problèmes de programmation mathématique, plus particu- 
lièrement ceux de la programmation linéaire, et leurs aspects numé- 
riques forment un tout indivisible. Il est donc essentiel de dire que 
la méthode en question a donné lieu à une profusion d’algorithmes 
pour les problèmes de programmation mathématique et d'économie 
mathématique. Les algorithmes ci-dessous découlent naturellement 
des propriétés physiques des modèles et, physiquement, il y a évi- 
demment convergence des procédures de calcul correspondantes. La 
propriété essentielle des modèles de problèmes d’extrémum considérés 
est qu'ils représentent les deux problèmes associés et que l'état 
d'équilibre du modèle définit les vecteurs optimaux du primal et 
du dual. 

Nous acceptons la formulation suivante du primal et du dual. 
Soit deux ensembles d'indices . 


= {1,2,..., m}, N={1,2,...,n}. 


dont chacun contient deux sous-ensembles disjoints 
M, = {1, 2,  . M}; M: = {mi + 1, ...,m}, 


N: — {1, 2, ._. M}, N: — {n: + 4, . n}. 
Le problème général de programmation linéaire s’énonce alors com- 
me suit. Trouver un vecteur n-dimensionnel zx = (x,,...,zx,) tel que 


ñn 
2 Piti —> MAX, 


2 asiti<d, pour sCM:;, S (1.18) 


> Gsiti = Ds pour s€ M, 
is 1 
z,20 pour iEVa2. 
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Les quantités x; ne sont soumises pour à € N, à aucune condition 
de signe. 

Le problème suivant s'appelle dual du précédent. Trouver un 
vecteur m-dimensionnel w — (w,. . .., w,) tel que 


m | 
S dt, — min, 
sm 


À Gite = Pi pour iE Ni, | (1.19) 


mn . 
2 ail, > Pi pour iCN:, 
= 


u,>0 pour s€M.. 


Les quantités w, ne sont assujetties pour s € M, à aucune condition 
de signe. 

En introduisant E,, E:, ..., E pour le primal et M, M, - - : h 
pour le dual, ces problèmes prennent la forme suivante : 
problème primal 


LU 


2 Dili — MAX, (1.20} 


n 
2 auti—E,=0, SEA, 
= 


x, >0 pour CN), (1.21) 
£ <b, pour SCM:, 
| —=06, pour sEM;; 
problème dual 
bu, — min, (1.22) 


m | 
2 diws—m=0, iEN, | 
s= 1 
w,Z0 pour sEM,, | (1.23) 
L 


— Pi pour CN, 
"| >p; pour iE Na. 


Les formes linéaires dans (1.20) et (1.22) constituent les fonctions 
économiques respectives du primal et du dual. 

Rappelons qu’un vecteur n-dimensionnel x et un m-vecteur w sont 
dits réalisables si le premier respecte la condition (1.21) et le second la 
condition (1.23). 
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x et w qui vérifient respectivement (1.20)-(1.21) et (1.22)-(1.23) 
sont les vecteurs optimaux du primal et du dual. 

La théorie de la programmation linéaire a pour assises les théorè- 
mes de dualité qui établissent les liaisons entre les deux problèmes 
associés. Nous en donnons les plus importants et nous renvoyons un 
lecteur qui désire de se familiariser avec les démonstrations, aux 
ouvrages de Dantzig [24], Gale [29], Karlin [34]. 


THÉORÈME 1.1. Si (x,,..., x,) est une solution réalisable du primal 
et (W,,..., Wm) une solution réalisable du dual telles que 


D asits—pi=0 pour iEN:, (1.24) 
s=21 
>» QasiW;—pi=R;Z>0 pour iEN:, (1.25) 
s=1 
alors 
R; = 0 pour x; >0 (1.26) 


est une condition nécessaire et suffisante de leur optimalité. 


THÉOREME 1.2. Si le problème primal admet une solution réalisable 
et si la fonction économique est majorée sur l’ensemble de solutions réa- 
lisables par un nombre fini, il existe une solutions optimale au proble- 
me primal. 


THÉOREME 1.3. Si deux problèmes sont en dualité et si l’un d'eux 
a une solution optimale, alors il en est également de l’autre. De plus. 
la fonction économique associée à toute solution réalisable du primal est 
au plus égale à la fonction économique associée à toute solution « duale- 
réalisable » et les optimums des deux fonctions économiques coïncident, i.e. 


n m 
max » Piti = min » b,u’.. (1.27) 
i=1 s—=1 


THÉORÈME 1.4. Les solutions optimales x* et w* du primal et du dual 
jouissent des propriétés suivantes : 


1) étant données les conditions (1.21), si E* << b, pour un s € M, 
alors u* — Ü; 

2) étant données les conditions (1.23), si n? > p; pour un iE N:, 
alors x* = 0; 

3) si ti > 0 pour un iE N,, alors n? = pi 

4) si u% >> 0 pour un s € M1, alors E$ = b,. 


Le dernier théorème signifie que si la ton optimale de l'un 
des deux problèmes vérifie une contrainte avec le signe >, alors la 
composante associée du vecteur optimal du dual vaut 0, et, inverse- 
ment, si la composante avec la condition de non-négativité du vecteur 
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optimal de l'un des problèmes du couple est strictement positive, la 
contrainte associée du dual est une égalité. 

Construisons le modèle mécanique du problème de programmati- 
on linéaire. 

Si les modèles des fig. 1.6 et 1.7 contiennent des butées qui impo- 
ent les conditions x; 0, i € N., au déplacement des pistons dans 


les colonnes n, + 1,7, + 2,..., nr des cylindres coaxiaux, on ob- 
tient des systèmes mécaniques dont les états possibles définissent tou- 
tes les solutions réalisables du problème général de programmation 
linéaire. Ainsi, on a deux modèles des contraintes (1.18) ou (1.21) 
de ce problème, dont chacun est un système passif en ce sens qu'il 
est exempt de l’action des forces extérieures. 

Supposons que les tiges du modèle de (1.21) portent des forces 
constantes Dj, Pos + + + Pn+ la force p; étant orientée dans le sens de x; 
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croissant si p; >> 0 et dans le sens contraire pour p; << 0. L'énergie 


potentielle de ce système mécanique (fig. 1.8) vaut — © pr; et elle 
i=1 


atteint son minimum à l'équilibre x* qui maximise évidemment la 


n 


fonction économique > p;x;. Sur ce, la construction du modèle 
i=1 


mécanique du problème (1.20)-(1.21) est achevée. 

Il reste à s'assurer que l'état d'équilibre de ce modèle représenté 
par la fig. 1.8 constitue une solution optimale du problème général 
étudié. On établit en premier lieu les conditions 
d'équilibre du modèle en question, i.e. d'un sys- 
tème mécanique soumis à des liaisons bilatéra- 
les et unilatérales de la forme (1.21) (des liai- 
sons parfaites sont dites bilatérales si elles 
s'expriment analytiquement par des égalités, 
elles sont unilatérales si leurs expressions sont 
des inégalités). Si l’on augmente la dimension 
du système, c’est-à-dire si on introduit les coor- 
données libres z,+1, . . ., Zn+n, les liaisons unila- 
térales 


La (Zi. In) >0, s—=1,...,K4, 
se récrivent formellement 
&s (1, .... Th) — Tnts — 0, Tn+s Z0, 


s—1,2,...,k. 


La commodité de cette écriture s'explique par 
la forme particulièrement simple des liaisons 
unilatérales : 


Tn+s >0, S — 1, 9 k. 


Revenons à la fig. 1.8. Les forces extérieures 
Pis - + +: Pn appliquées aux tiges de ce modèle 
sont neutralisées à l'équilibre par la pression 
intérieure dans V{*’ et VS’. 

Désignons par g£f*’ et qf”’ ces pressions respec- 

Fig. 1.9 tives. Pour que le modèle soit en équilibre, il 

faut évidemment qu'il en soit de même de tous 

ses composants solides mobiles, ïi.e. de n tiges soumises à 
Pi» --., Pn et dem, pistons libres dont la position définit E,,. . ., Em,- 

Examinons la fig. 1.9 qui représente le i-ième système de cylin- 
dres coaxiaux du modèle. On voit que les conditions d’équilibre 
s'écrivent pour à E N,, i.e. en l'absence de la liaison unilatérale 
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Li >0, - 
mm 
D a (g—gft)—pi=0, EN, (1.28) 
s= 


avec ay (gf” — g’) la force appliquée au s-ième piston fixé à la 
tige i. Si iE N;, i.e. le déplacement de cette tige est gêné par la 
liaison unilatérale x, >0, les conditions d'équilibre se mettent sous 
la forme 


2 dei (9) — 904) — pa { 
s= 


où zx; est une coordonnée de l'état d'équilibre de la tige considérée. 

L'inégalité pour x? = 0 signifie l'absence dans le premier mem- 
bre de la réaction non négative de la liaison unilatérale (voir (1.24) 
et (1.25), Théorème 1.1). Les pistons définissant les valeurs de £,, 
s € M,, sont en équilibre sous les conditions évidentes 


q(=) a | —0 pour £<b,, 


>0 pour E,—b,. 
(1.28), (1.29), (1.30) forment un système de conditions d'équi- 
libre du modèle du problème général de programmation liné- 
aire. Introduisons les notations 


—0 pour x >0, 


>0 pour x = 0, iCN:, (1.29) 


(1.30) 


w$ = gi) — (+), s=1, 2, cs M; 


dans l’état d'équilibre du modèle. On a alors les conditions d’équi- 
libre 


AE 


asw$ — p; =0 pour iCN:, (1.31) 


Î 
CS 


—0 pour 1? >0, 
>0 pour x?=—0, 
ut | =0 pour E,< b,, 
(>0 pour Es — Os, 


Par identification de (1.31), (1.32) aux conditions (1.24)-(1.26) du 
Théorème 1.1 et de (1.33) aux conditions 1) et 4) du Théorème 1.4, on 
aboutit au résultat important : 

à l'équilibre, les différences de pression q5°° — qf” dans les volumes 
V® et V{* du modèle du problème primal forment le vecteur optimal 
du dual et les conditions d'équilibre du modèle expriment le théorème 
fondamental de dualité. 

Ainsi, nous avons établi que le modèle construit représente le 
couple de problèmes de programmation linéaire et que son état d'’é- 
quilibre définit les solutions optimales du primal et du dual. 


À au? — pi | EN, (1.39 
s=i 


sEM. (1.33) 


30 ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES MÉCANIQUES [CH. I 


Les conditions d'équilibre (1.31)-(1.33) amènent facilement à l’af- 
firmation du Théorème 1.3. Multiplions (1.31) et (1.32) par z* et 
sommons, il vient l'égalité évidente 


nl m nl 

\1T Ni * + \! * 
D À auvbrt — Ÿ pert = 0. 
1—= £—= i1= 


Compte tenu des contraintes (1.21), elle s'écrit 


m m1 n 
D 20, —1D) wt (b,—E,) =; à pis. (1.34) 
s= 1 s—= À i= 1 
Etant données les conditions (1.33) qui entraînent 
Wy (bs — Es) — 0, sCM;, (1.35) 


on a le résultat connu à partir des deux dernières formules : 


m LA 
> W$0, — 2 Pitt 
s=1 i=1 


résultat qui exprime l'égalité des valeurs optimales de la fonction 
économique des deux problèmes en dualité. 

Ainsi, le premier théorème de dualité équivaut à dire que le vecteur 
(z*, w*) d'équilibre du modèle du problème de programmation 
linéaire optimise le couple (1.20)-(1.21) et (1.22)-(1.23) et que (1.31)- 
(1.33) sont donc les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité. 
Comme le problème de programmation linéaire est équivalent à la 
recherche de l'équilibre d’un système mécanique, les conditions néces- 
saires et suffisantes d’optimalité découlent des principes de la méca- 
nique‘ analytique. Cette affirmation se démontre moyennant le théo- 
rème fondamental de la mécanique qui exprime le principe des 
déplacements virtuels (Lagrange [38], Appell [19]). 


THÉORÈME 1.5. Pour qu’il y ait équilibre dans la position xi,... 

. ., Zn, dl faut et il suffit que, pour tous les déplacements virtuels com- 
patibles avec les liaisons dans un voisinage de l'état x*, la somme des 
travaux des forces données soit nulle ou négative, nulle pour les dépla- 
cements d'égalité, nulle ou négative pour les déplacements d’inégalité. 
Certains éclaircissements s'imposent. On considère un système 


mécanique dont le mouvement est soumis à m, liaisons unilatérales 
de la forme 


Es (Zur - «+ En) SO, ss = 1, ..., mi, 
et à m, liaisons bilatérales 
Le (Lis: In) = 0, s—=1,..., ma. 
Une liaison unilatérale 
| Es (Lis + - +: Tn) KO 
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est dite active à l'état x* si 


Es (zi, ... zn) — 0, 
et elle est inactive si 
Le (Tir + -., Zn) KO. 


Le Théorème 1.5 ne prend en considération que les liaisons unila- 
térales qui sont actives à l’état z*. Il est en effet clair que les liai- 
sons unilatérales inactives n'imposent pas de contraintes sur les 
déplacements virtuels. Le lecteur se souvient visiblement qu'on ap- 
pelle forces données des forces extérieures appliquées au système qui 
ne proviennent pas de liaisons imposées. 

Soit donc zi,...,rn, Et, . - ., Em, un équilibre du modèle qui 
vérifie les conditions (1.31)- (1. 33) et soit 


z,Z0 pour ENS GS Na, 

E,<b, pour sEM CM, 

les liaisons unilatérales actives dans cette position d'équilibre, i.e. 
z*=0, ieNf), 

ED, SEM). 


Les contraintes (1.21), expressions analytiques des liaisons parfaites 
bilatérales et unilatérales, et les conditions (1.36) impliquent que 
les déplacements virtuels Ôx et ÔE sont assujettis à 


(1.36) 


NO asôrs — 6,0, s€EM, (1.37) 
ii 
ÔE, = 0, SCM, (1.38) 
ôr,>0, ieNW a Na, (1.39) 
6.0, sEMP EM. (4.40) 


Multiplions les conditions d'équilibre (1.31)-(1.32) par ôzx, et sommons 
par rapport à à, il vient, compte tenu de (1.39), 


> w D AsiÔT; — > piôz1>0, 


s= 1 i={ 


ou, conformément à (1.37) et à (1.38), 


D wt6E— À piôx:>0. (1.41) 
seM: i—1 
Le produit de (1.33) par 6£., s € M,, donne par suite de (1.40) : 
SO we. <O, D, w*6ë, —0. (1.42) 


seM\? sEMM? 
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I] résulte de (1.41), (1.42) 


1) (2 pti) = à pôr< À WE, LU. 


Ainsi, le Théorème 1.1 découle des conditions d'équilibre du modèle 
et de 


1) (2 pit) < 0, 


inégalité qui signifie qu'à l'équilibre la fonction économique atteint 
son maximum. Pour ce qui est de la validité du Théorème 1.4, elle 
résulte évidemment des conditions d'équilibre (1.31)-(1.33). 
Mettons en évidence la signification mécanique de l'égalité des 
optimums des fonctions économiques du couple de problèmes duals. 
Soit x* solution optimale du problème (1.18). On vérifie aisément 
que le vecteur Àxz*, À>0 étant un scalaire, optimise le problème 


n 
ÿ Piti —+ Bax, 
i=1 


à lait; LD, SE A:, | 
Er — 


LL 


| 1.43 
à asiti= Ab, SEM, 8) 


z,2>0, CN, J 


quel que soit À > 0, et que le vecteur optimal w* du dual de (1.18) 
ne dépend pas de À. L'’affirmation résulte de suite des conditions 
d'équilibre (1.31)-(1.33) (*) qui restent entières avec la substitution 
z* — Àz*. L'indépendance de w* par rapport au paramètre À est 
également révélée par la forme du dual (1.19) où la substitution 
b, = Àb, a pour seul résultat de multiplier la fonction économique 
par un facteur positif. 

Représentons le problème (1.43) par le modèle (fig. 1.10) où le 
paramètre À est une quantité variable et —b, le vecteur-colonne 
n + 1 de la matrice des coefficients. Dans ce modèle, la colonne 
n + 1 est un système de cylindres coaxiaux dont la base est mesurée 
respectivement par |[b, |, |b: |, ..., | b, |. La dernière colonne 
(la (n + 2)-ième) contient m, cylindres de base 1. Comme pour la 
fig. 1.6, la position des pistons donne la valeur des variables libres 


Lnts = — 2 aaiti + Ads, SEM. 


(*) L'optimalité de z = O0 pour À = 0 résulte du Théorème 1.2. 
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Si l’on fixe la (n + 1)-ième tige dans la position À = 1, on obtient 
évidemment le modèle du problème (1.18). Supposons qu'il soit en 
équilibre z* pour À = 1. Le paramètre À détermine les conditions 


M 


Fig. 1.10 


extérieures, si bien que si À varie, ou bien le système effectue le tra- 
vail sur les corps extérieurs, ou bien il reçoit le travail en provenan- 
ce de ces corps, le fait qui se traduit soit par la diminution, soit par 
l'augmentation de l'énergie potentielle du modèle physique. Faisons 
passer le modèle de l'équilibre pour À = 1 à l'équilibre avec À = 0 
et cela en modifiant le paramètre assez lentement pour que tout 
état intermédiaire soit d'équilibre pour À correspondant. Ces processus 
dits quasi statiques jouent un rôle de premier plan en thermodyna- 
mique. Nous exposerons plus loin (chap. II) des concepts fondamen- 
taux de la thermodynamique. Noustenons à dire pour le moment qu’en 
mécanique un processus est dit quasi statique si l'énergie totale du 


3—0680 
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système dépend à tout instant des coordonnées seules qui situent les 
corps constituants par rapport à un repère fixe. 

Puisque le vecteur w* est indépendant du paramètre À, le travail 
reçu par le système (modèle) dans le recalage quasi statique à partir 
de z* vaut 


a) b,w: 1 
D 


l'énergie potentielle variant entre— D) p;r* et 0. Ainsi, l'égalité 
i=1 


exprime un théorème connu de la mécanique analytique (*), dont 
voici un énoncé dû à Maurice Levy: 


THEOREME 4.6. L'énergie potentielle, à un instant, est le travail 
utile maximum qu'il est possible de se procurer en n'utilisant que Les 
jorces intérieures du système, sans utiliser les vitesses acquises par ses 
points. | 


Ce que nous avons dit plus haut montre les liens profonds qui 
existent! entre les fondements théoriques de la programmation li- 
néaire et les principes de base de la mécanique analytique des systèmes 
à liaisons bilatérales et unilatérales. La mise en évidence de ces 
liens aussi bien que les applications à la théorie de la décision donne- 
raient sans doute du relief aux notions fondamentales de la program- 
mation linéaire. 


REMARQUE. Si l’on prend au départ le problème (1.22)-(1.23), 
alors (1.20)-(1.21) en est le dual, fait qui se passe de démonstration. 
Les positions des pistons du modèle de (1.22)-(1.23) définissent alors 
à l'équilibre les composantes du vecteur optimal w* de ce problème 
et les différences de pression dans les volumes V{?, V{? celles 
du vecteur optimal de (1.20)-(14.21). Les conditions d'équilibre sont 
de même 


à aux? — bd, = 0, SE Ma, (1.44) 
Le . J = 0, wy > 0, 
= 0, nu > Pt 

i LE No. 1.46 

° {=0 Ni = Pis FE Ts À ) 


(*) Le théorème ci-dessous exprime le principe de conservation de l'énergie- 
Lorsqu'il a étudié l'analogie entre les problèmes de programmation mathéma- 
tique et la théorie des circuits électriques, Dennis a donné la même interpré- 
tation de la relation fondamentale de la dualité [26]. 
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Il y a intérêt à noter qu'elles équivalent à (1.31)-(1.33) : les unes et les 
autres sont les conditions d'équilibre de deux systèmes mécaniques 
dont chacun est le modèle exact d'un même couple de problèmes 
duals de programmation linéaire. Ce sont donc deux formes analyti- 
ques des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité d'un bivec- 
teur (*) réalisable (z*, w*) des problèmes associés. 


(*) On appelle bivecteur un couple de vecteurs de nature différente qui 
définissent l'état d’un système. Un exemple mécanique en est le couple (R, M), 
où R est la résultante générale des forces appliquées au système et M le moment 
résultant de ces forces par rapport à un centre. 


CHAPITRE II 


ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES PHYSIQUES 
ET PROBLÈME DE PROGRAMMATION LINÉAIRE 


$ 2.1. Introduction 


On a montré (chap. I) que le problème général de programmation 
linéaire équivaut à la recherche de l’équilibre d’un système mécani- 
que et on a vu que le modèle mécanique représente les deux problè- 
mes associés et que son état d'équilibre en définit des vecteurs opti- 
maux. Ceci étant, les résultats théoriques fondamentaux ont reçu des 
assises mécaniques concrètes et ils se sont avérés en fait des conséquen- 
ces simples des grands principes de la mécanique. Dans les modèles 
de ce chapitre, les liaisons sont dévéloppées non pas par un liquide 
incompressible, mais par un gaz parfait. On verra que ces modèles 
sont d’une exploitation fructueuse pour l'élaboration des algori- 
thmes en programmation linéaire et non linéaire. 

Reprenons le problème de résolution de l'équation algébrique 
linéaire à coefficients constants 


n 
> dt; = b. (2.1) 
i=1 
Son modèle est représenté fig. 1.3. Nous nous sommes convaincus que 
le modèle réalise tous les états satisfaisant à (2.1) si les volumes V‘* 
et V'”? contiennent un liquide incompressible en quantité V‘* et 
V respectivement (voir $ 1.2). Plaçons le modèle dans un thermo- 
stat de température T et remplissons V‘* et V®? d’un gaz parfait 
en quantité telle que les pressions dans ces volumes soient égales, 
dans tout état (x,,. . ., x,) respectant (2.1), à une constante positive 
g) quelconque donnée. 

Soit u‘* et n°7 le nombre cherché de moles (*) de gaz dans V‘*? 
et V‘? respectivement. La pression, le volume, la température 
absolue et le nombre de moles d'un gaz parfait étant reliés par l’équa- 
tion de Clapeyron-Mendéléev, on trouve à partir de 


PA =uRT, Go” =pORT, 
avec À la constante universelle des gaz, les quantités 


— LAS (1) — VO 
RAT RT ° 


(*“) Mole — masse moléculaire d'un corps exprimée en grammes. 


(+) 
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Nous nous bornerons aux transformations isothermiques et nous 
supposerons constante la température du gaz pour tout état du modè- 
le. Lorsque nous avons eu affaire au liquide incompressible, seuls 
étaient possibles les états du modèle qui vérifient l’équation (2.1), 
et la cause en était justement la propriété d’incompressibilité. Dans le 
nouveau modèle, tous les états sont réalisables, mais l'équation (2.1) 
n'est satisfaite que par les états d'équilibre mécanique pour lesquels 


VH= VS où Ve y, 


Il résulte en effet de l'équation de Clapeyron-Mendéléev que c’est 
dans ces conditions, et dans ces conditions seulement, qu'il y a éga- 
lité de la pression au-dessous et au-dessus des pistons et équilibre 
de tous les pistons. 

Il en est également du système d'équations et d'inéquations li- 
néaires dont le modéleest représenté fig. 1.7. Si on remplit les volumes 
V®, VO, s=1,2,..., m (voir formules (1.16)) d’un gaz parfait 
dont le nombre de moles est respectivement 

+) 


ù ut) 
RTL, RT 


TRE (2.2) 
V#, V{? étant définis par (1.17). on construit un modèle physique 
du système (1.11)-(1.12) dont l'ensemble de solution coïncide avec 
l’ensemble d'états d'équilibre du modèle. Physiquement, tout état 
LUE ..., ao, EU, ., En, est encore possible. Procédons de 
même avec le modèle du problème de programmation linéaire, i.e. 
évacuons le liquide incompressible des volumes V!*’, V{T? au profit 
d’un gaz parfait en quantité donnée par les formules (2.2), il vient 
un système physique dont l'équilibre est défini, en plus des contrain- 
tes (1.21) et des valeurs des forces actives p;, . . ., Ph, par les pro- 
priétés physiques du gaz parfait qui réalise les liaisons imposées au 
système. Ce sont précisément les propriétés physiques du fluide 
actif qui présideront dans la suite à la formation d'algorithmes en 
programmation mathématique et en économie mathématique. 
L'état d'équilibre de ce modèle optimise-t-il le problème de pro- 
grammation mathématique? Quelle est la forme de la fonction 
d'état qui atteint son maximum à l'équilibre? On ne peut rien en 
dire pour l'instant sinon que l'état d'équilibre réalise l’extrémum 
d'un potentiel thermodynamique. Force nous est donc de nous 
écarter un peu de notre sujet et de nous rappeler certains concepts de 
la physique et spécialement du chapitre « Thermodynamique ». 


$ 2.2. Certaines notions de la thermodynamique 


Nous nous occuperons dans le présent livre de modèles physiques 
de problèmes importants de la programmation mathématique qui 
équivalent, nous nous en convaincrons, aux problèmes relatifs à l’équi- 


38 ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES PHYSIQUES [CH. IX 


libre de systèmes physiques correspondants. C'est pourquoi nous 
jugeons opportun de rappeler au lecteur certaines notions physiques 
qui relèvent essentiellement de la théorie de l'équilibre qui est la clé 
de voûte de la thermodynamique. 


SYSTÈME FT ÉTAT. Nous considérerons un système comme étant un 
ensemble isolé de corps en interaction entre eux ou avec les corps 
extérieurs. L’interaction revêt les formes des plus diverses : transport 
d'énergie, de matière, réactions chimiques, … 

La thermodynamique étudie des systèmes de corps de dimension 
suffisamment grande pour permettre l'agrégation ou la moyenne des 
grandeurs caractéristiques de ces corps. Citons, parmi ces grandeurs 
caractéristiques, volume, pression. densité, concentration, tempéra- 
ture, coordonnées généralisées, vitesses. masse. Elles n'ont de sens 
que si l’on peut les mesurer de façon directe ou indirecte et on les 
appelle paramètres (ou variables) d'état du système. 


ETATS D'ÉQUILIBRE ET ÉQUATIONS D'ÉTAT. Un système physique 
est dit en équilibre si toutes ses variables d'état restent constantes 
au cours du temps pour des conditions extérieures invariantes. La 
notion d'équilibre est capitale en thermodynamique. Nous venons 
de dire que pour qu'un paramètre d'état ait un sens, il faut qu'il se 
prète à une mesure directe ou indirecte. L'appareil de mesure mis en 
contact avec le corps n'indique que la valeur d'un paramètre de son 
état propre, si bien que la mesurabilité suppose la validité du postulat 
d'équilibre : si un corps et un appareil de mesure qui le touche, ne 
subissent aucune action extérieure, il s'établit entre eux un équilibre 
qui dure indéfiniment et qui n'est pas fonction de l’état initial de 
l'appareil. Ainsi, la thermodynamique s'occupe essentiellement de 
processus suffisamment lents dont la vitesse est petite devant la 
vitesse moyenne d'établissement d'un équilibre local. 

Un système physique a en général une infinité d'états d'équilibre, 
et les variables d'état sont liées dans chaque état possible par une 
relation déterminée qu’on obtient d'habitude par voie expérimentale 
et dont l'expression analytique s'appelle équation d'état. Voici 
quelques exemples d'équation d'état: équation de Clapeyron- 
Mendéléev (gaz parfaits), équation de Van der Waals (gaz réels), loi 
de Hooke (corps élastiques). 

Les variables caractéristiques d'un système physique sont soit 
intensives, soit extensives selon qu'elles dépendent oui ou non de la 
dimension ou de la masse du système. Si l’on partitionne un système 
en équilibre par des parois imperméables, l'équilibre se conserve pour 
chaque système partiel. L'équilibre d'un système homogène en est 
donc une propriété intrinsèque qui est fonction des paramètres inten- 
sifs (p. ex. température, pression, concentration). Par contre, les 
paramètres dont les valeurs sont proportionnelles à la dimension ou 
à la masse d’un système qui est partagé en plusieurs parties avec con- 
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servation de l'équilibre, constituent des variables extensives (p. ex. 
volume, masse, énergie, entropie). 

Si nous insistons sur cette classification des paramètres d'état, 
c'est qu'on trouve une division analogue en variables primales et 
duales dans la simulation physique des problèmes d'extrémum, le 
modèle physique du problème primal étant en même temps celui du 
dual et les vecteurs optimaux des deux problèmes étant reliés par les 
équations de Clapeyron-Mendéléev. 


CONDITIONS D'ÉQUILIBRE. La théorie de l'équilibre repose sur le 
concept de potentiel dû à Gibbs. En thermodynamique et en méca- 
nique on appelle potentiel une fonction d'état dont la variation défi- 
nit le travail effectué par le système et le maximum ou le minimum 
réalise l'équilibre. On verra plus loin que la condition d'équilibre 
formulée en termes de condition de minimum d'une fonction d'état 
découle des principes fondamentaux de la thermodynamique. 

Le premier principe de la thermodynamique (loi de la conserva- 
tion de l'énergie) peut s'’énoncer comme suit : 


dU + 64 = 60, (2.3) 


U étant l'énergie interne, À le travail et Q la chaleur. Admettons que 
le système considéré passe d’un état défini par le vecteur d'état X 
dans l’état X + AX. L'équation (2.3) signifie que dans toute trans- 
formation X —+ X + AX l'accroissement d'énergie interne dU — 
= U(X + AX) — U (X) plus l'accroissement de travail du systè- 
me est égal à la quantité de chaleur reçue par celui-ci. L'énergie inter- 
pe U est une fonction d'état et sa variation ne dépend donc pas du 
chemin suivi par le système. L’accroissement de U est par conséquent 
une différentielle totale et il se note dU. Les quantités À et Q sont 
en général fonction du processus (du chemin) et leurs accroissements 
sont désignés respectivement par ôA et 6Q. Soit Y un vecteur d'état 
des corps en interaction avec le système tel que X soit un équilibre 
au sens de la définition donnée. Supposons que le vecteur YŸ + AY 
détermine les conditions extérieures sous lesquelles X + AX est un 
autre état d'équilibre. Si les conditions extérieures varient continü- 
ment à une vitesse infinitésimale entre Ÿ et YŸ + AY, le système 
évolue tout aussi lentement à partir de l'état X jusqu'à X + AX en 
passant d’un point d'équilibre à un autre. Cette transformation idéa- 
lisée joue un rôle de premier plan en thermodynamique et est dite 
quasi statique. 

Voyons deux processus qui amènent le système de X à X + AX et 
dont l’un est quasi statique et l'autre réel, i.e. il correspond à une 
variation finie des conditions extérieures (fig. 2.1). Désignons par 
ÊAgs. et ÔQg.s. le travail et la quantité de chaleur dans la première 
transformation et par OA: et ÔQree leurs homologues dans la 
seconde. Dans le premier cas, la loi de la conservation de l'énergie 
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prend la forme 

dU + OAq.s. = OQq.s. (2.4) 
Ecrivons, compte tenu de cette équation, la différence changée de 
signe de travail dans les deux processus : 


— (044.5, — ÔAréer) — dU — ÊQg.s. + OAréer. (2.5) 
Are est la somme du travail des forces de pression dans la varia- 


tion de volume des éléments du système et du travail des forces géné- 
ralisées. Ainsi, 


m ni 
Ô Aréel == 2 qÔV, + À Pôx:, (2.6) 
où V,, ..., V, sont les volumes, q, ..., 4m la pression dans ces 


volumes, z,, ..., x, les coordonnées généralisées qui repèrent les 
| | constituants solides, P,, ..., P, les 
quasi statique) xx forces généralisées associées. 

Nous avons besoin du deuxième prin- 
cipe de la thermodynamique dans l'énon- 
cé de Clausius : 

La chaleur ne passe pas d'elle-même 

x (réel) d'un corps froid sur un corps chaud. 
L La notion d'entropie due à Clausius 
Fig. 2.1 
permet de donner une forme analytique au 
deuxième principe. Plaçons-nous dans 
un processus cyclique où le système entre en contact thermique avec 
une succession de sources chaudes à température 7,, T,,..., Tn. 
Soit Q,, Q@:,..., Où les quantités de chaleur échangées. S’a- 
gissant d'une « source chaude de température T';, on a @ > 0 si la 
source cède la chaleur et Q,<Osielle la reçoit. Le deuxième prin- 
cipe entraîne 


(2.7) 


ou, plus exactement, 

S Qi (0 s'il y a réversibilité, 
C1 < 0 s'il y a irréversibilité. 
On a évidemment pour des sources chaudes réparties de façon con- 
tinue : 


(le cycle est réversible), 
$ dQ {Te y ) 2.8) 


<< 0 (le cycle est irréversible). 


L'inégalité (2.7) a incité Clausius à introduire une fonction d'état 
qu'il a appelée entropie. 
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Soit À, un état initial et X, un état quelconque du système. On 
appelle entropie l'intégrale 


X: 
S — ° dOrev 
= | nus 
Xo 


prise suivant la trajectoire du processus réversible qui mène de X, 
à X,. Par suite de (2.8), la valeur de l'intégrale est la même dans tou- 
te transformation réversible. 

Soit o une évolution du système entre X, et X, + AX. L'additi- 
vité évidente de l’entropie et l'inégalité (2.8) impliquent 


Xi+4X 
S(Xi+AX)—S(X)> | À, (2.9) 
€ 


ou, plus précisément, 
X1+4X 
— | 2% pour o réversible, 
S(Xi+AX)—S(X1)| xivax 
> | %_ pour o irréversible. 
XY1 


S'agissant d’un système isolé (i. e. dQ = 0 dans la transformation 0), 
il résulte de (2.9) 


S (41 + AX)2>S (Xi), (2.10) 


i.e. dans toute transformation d'un système isolé l’entropie de 
l'état final est au moins égale à l’entropie de l'état initial. 
L'inégalité (2.10) permet le résultat de valeur: un système isolé 
est dit en équilibre stable si c'est cet état qui, choisi parmi tous ses états 
compatibles avec les liaisons, correspond à un mazimum de l'entropie. 
Reprenons l'égalite (2.5). On a par définition de l’entropie 


ÊQq.s. — Tds, (2.11) 
puis, compte tenu de (2.5), (2.6), (2.11), 


— (0 Aq.s. — Ô Aréei) = dU —T as + D GÔVs + > P;ôx:. (2.12) 
Sum | i=i 


Construisons le potentiel thermodynamique total (*). On y arrive 
connaissant les conditions sous lesquelles le second membre de (2.12) 
est la différentielle totale d’une fonction d'état @, i. e. les conditions 


(*) L'auteur emploie un terme qui a cours dans la littérature soviétique. 
(N.d.R.) 
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d'équivalence de (2.12) à 

mn LL) 
dp= —(ôAy.s. — dAréer) = dU — T ds + à Qs AV s+ à Pidz;, (2.13) 


qui devient par intégration suivant la trajectoire entre l'état X, 
et : 


x m XX nr ZX 
P—Po=U—Uo— | Tds+ S | ge dV,+ 31 | Pidzx (2.14) 
Xo s=1 Xo im 1 ' 


Ces transformations mathématiques sont licites si les conditions 
physiques ne s'opposent pas au calcul des intégrales de (2.14). Ici 
est une fonction d'état connue sous le nom de potentiel thermodyna- 
mique total. On calcule par exemple les intégrales en question si les 
conditions physiques garantissent pour tout processus les égalités 


T=T(S), (2.15) 
Ts — Gs (Vs), s = 1, 2, ss. M, (2.16) 
Pi, i=1, 2, ...,n, (2.17) 


où la fonction x (21, ..., zn), quand elle existe, est la fonction de 
forces. 

On déduit facilement de (2.14) avec (2.15)-(2.17) tous les potentiels 
thermodynamiques connus. S'agissant des systèmes à température 
constante, on pose 

| 0 U, — So — 0 
et on obtient 
m ZX 


p=U-TS+S | a,(V,)4V,+(n—10). 
s=m1 Xo 
Il est connu que la fonction 
F=U—TS (2.18) 


est l'énergie de Helmholtz, et on a pour un système passif à volume 
constant (dV, = 0, s—1,...,m: P;=0,i-=1,...,n) 
p=r 
I] reste à montrer la propriété d'équilibre de l'état qui réalise le 


minimum de . En effet, les premier et deuxième principes de la ther- 
modynamique, i.e. les conditions 


ÊAqs. — ÊQq.s. — a, ÔArée = OQréct — a, 
ÊQa.s.=TdS, ÉQréer LT dS 


entraînent 


—Ôp = Ag. s. — OArée >0 (2.19) 
ou Ôp<0. 
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Soit X* un état qui minimisew(i.e. (X*)=min p (X)), autre- 
ment dit, toute variation compatible avec les liaisons des para- 
mètres d'état au voisinage de X* vérifie l'inégalité 


ôp = p (X* + 6X) — p (X*)2>0. 


Or, aucun processus compatible avec les liaisons dans ce voisinage 
ne s'effectue spontanément par suite de (2.19). Conclusion: X* est 
un équilibre. Ainsi, tout état d'équilibre d'un système physique 
est défini par la condition 


X m ZX n ZX 
U—Uo— | TasS+S | a dV,+ » | Prdm + min. 
Xo s=1 Xo 1=1 Xo 


Le paragraphe se termine sur un cas particulier des systèmes 
actifs où les conditions physiques interdisent toute transformation 
autre qu’une transformation isochore-isotherme. On a alors les con- 
ditions 


T = const, dV, =0,s—1,2,..., m, 
et la condition d'équilibre du système s'écrit 


n ZX 
F + > \ P, dx, — min, (2.20) 


i=1 Ào! 


avec F, énergie de Helmholtz, définie par la formule (2.18). Nos 
modèles physiques de problèmes d’extrémum seront justement le 
siège de ces processus. 

Les modèles étant remplis de gaz parfait, il y a intérêt à donner 
l'expression de l'énergie de Helmholtz et de l’entropie d’une mole de 
gaz dans une enceinte de volume V (voir p. ex. [27]): 


F=cyT+w—T (cyln r+RRP He 


2.21 
S=cynT+RinV +ai, À 
avec cy la capacité calorifique à volume constant; w, a et a, les 
constantes d'intégration; 7 la température absolue; À la constante 
universelle des gaz. Dans les transformations à température constante 
on a évidemment 


Fj="c,"— RT nV, S = c, + R In V, (2.22) 


1 et c2 étant deux nouvelles constantes arbitraires. Il en résulte que 
l'état X d’un système isotherme, qui réalise le minimum de l'éner- 
gie de Helmholtz, maximise l’entropie. 
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$ 2.3. Modèles physiques des systèmes associés 
d'équations et d'inéquations linéaires. 
Théorèmes de l'alternative 
EQUATIONS ET INÉQUATIONS NON HOMOGÊNES. L'étude du problème 
relatif à l'équilibre du modèle physique d’un système d'équations 
et d'inéquations linéaires de la forme générale 


e | 
à Gsiti Vs, sCM:, 


2 deiti — b,, S € M, 
= 
tx, >0, LE Na, 


(2.23) 


avec, comme plus haut, M, = (1,2,...,m.), M, = (m + 1,... 

, M),N = (41,2,...,n), No= (nm +1,...,n), permet de 
présenter dans leur unité profonde plusieurs résultats théoriques 
importants. Nous nous occuperons dans ce paragraphe de l'existence 
de solutions de ces systèmes, et nos modèles seront donc remplis de 
gaz parfait car les modèles à liquide incompressible n'existent que 
pour des systèmes possibles (voir Remarque du $ 1.3) et l'équilibre 
d’un modèle contenant un gaz parfait réalise le minimum d’une fonc- 
tion définie positive des écarts qui s'interprète physiquement comme 
l'énergie de Helmholtz. Ainsi, le système (2.23) admet une solution 
si l'énergie de Helmholtz de son modèle physique est nulle à l’équi- 
libre et le système est impossible pour F >> 0. L'état d'équilibre est 
réalisé dans les deux cas. 

Le modèle physique de (2.23) est décrit au $ 1.2 et représenté 
fig. 1.7 (*). Il s'agit d’un système physique passif dont le potentiel 
thermodynamique est l'énergie de Helmholtz : il s'obtient de (2.20) 
pour P;, = 0,i = 1,...,n. Calculons F et supposons, pour plus de 
commodité, que les transformations sont à température constante. 
F du système est évidemment égale à la somme des valeurs de F du 
gaz parfait contenu dans 2m systèmes partiels de volume Vf* et 
VT,s —1,...,m. On a donc, selon (2.22), 


F=C—RT > (p{*/In vit) + un vo). 
s= 1 
Utilisons les formules (2.2), il vient i 


m 
F=C—g >», (V{/In vf) + In vo). 

s= 1 
(*) Les conditions x; > 0, iE N., sont modélisées par des butées (voir 


fig. 1.8). Pour p;, = pe = ...—= p, = 0, la figure représente le modéle du 
système (2.23). 
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On choisit toujours la constante arbitraire C de façon à avoir 
F = 0 pour V* = Vi, VO = Vs —1,..., m. 
Il suffit de poser 
C = go À (PO In VE PO In PO) 
et évidemment … 


So Epeyn VE sc VI 
F=g D [V! br +V: 1n —— 


y) 1° 


s= 


Désignons par Yy,-..,Um lesécarts du système (2.23), i.e. les 
quantités 


= 2 Gsili — Es (2.24) 
= 
où 
E (ee sEM:, 
| — b., SE M2. 


Il résulte des formules (1.16)-(1.17) 

Ve y y, VOS) y, s=1, ...,m, (2.25) 
et l'énergie de Helmholtz s'écrit 
F (is --.s Ym) — 


mo 7t+) _ 7) 
… \ (+) 8 (—) s 
—= 2 [vs me + Ve In 7] (2.26) 


Le premier membre est une fonction définie positive des y,, ... 
Ym, Strictement convexe par suite des inégalités 
ŒF Vs) qi 
OE (VE Eye) (VE) — y.) 
Les conditions d'équilibre du modèle constituent évidememnt un cas 


particulier de (1.31)-(1.33) pour p; = 0, i = 1,...,n, et elles pren- 
nent la forme 


>0, s—=1, ...s M. 


2 aus = 0, iCN:, (2.27) 
m _ f=0 pour x, >0, 
D asiw; _ EN, 2.28 
2° pour x; =0, LE Ne ) 


" {= 0 pour E, << b,, 


ls _ M, 2.29 
>0 pour Es = Ds SE 
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w,=qg—qt), s=1,2, ..., m. 


A l'équilibre z,,...,%n, 1, « - «+, Em, du modèle physique du systè- 
me (2.23), la différence qf? — qi vérifie donc les conditions 
(2.27)-(2.29) que le système (2.23) soit possible ou non. 
Montrons que le système considéré possède une solution sous les 
conditions 
w,=0,s«-=14,..., m. 
Les relations 


go = gui, gVT = qi), s—1, 2, ..., m, 


avec Vi, VE, V#, VE définis par les formules (1.16)-(4.17), 
qui traduisent la loi de Boyle-Mariotte, donnent en effet 


VC)y CH) _ vOH) 


De QG do —— y) 
8 s 


s = 1, ee. M» 


ou, par recours à (2.25) et à (1.47) 


w, — 2qol la, || = 1,2,...,m. (2.30) 


LS 
B (las Y—y> ' 

11 découle de (2.30) que y, = 0, s = 1, ..., m, si et seulement 
si w, =0,s—=41,...,m, qui sont donc les conditions nécessaires 
et suffisantes d'existence d’une solution au système (2.23). 

Simplifions (2.30) de façon substantielle par le jeu de certaines 
considérations. Premièrement, le paramètre / doit être suffisamment 
grand pour que les solutions de (2.23), ou le vecteur z qui réalise 
le minimum de la norme des écarts, soient telles que 


ml  i=14,...,n. 


Deuxièmement, l’état d'équilibre x ne dépend pas de la valeur du 


paramètre gs >> 0. Introduisons un nouveau paramètre qg, du modèle, 
qui est lié à go à L par l'égalité 


2. 


La substitution 2g, = Îg, transforme (2.30): 
D, = Q0—1—, s—1,...,m. (2.31) 
bas 
‘.. Ela,lil 
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On passe évidemment à la limite pour ! —+ , et les formules reliant 
w, et y, s'écrivent 


UD s—1,...,m. (2:32) 


On vérifie aisément que, lorsque L —+ œ, l'énergie de Helmholtz F 
devient une forme quadratique définie positive canonique des 
Yi + + - Ym. Ces quantités ont été définies par les formules (2.24) où 
les variables libres E,, ..., E, remplissent les conditions 
{< pour s€M:, 
*[—=06, pour s€ M. 
Soit E, . + ., Em les valeurs des E,, ..., E, à l'équilibre. On ne 
prend naturellement pas ces quantités pour variables indépendantes 


parce qu'à l'équilibre #,, . . ., x, leurs valeurs se définissent par les 
formules évidentes 


n R 
a] — 5 — 
| à ait} pour \ daiti <b,, 
= 1 i= 1 


_ u sCM,, ) 32 
É _ | b, pour ù, Giti Z b, | , 
i=1 
{ b, pour SC M. 
Notons 
Zs — D Gil; — Ds, $ — 1, ss M, 
1 
il vient, conformément à (2.33), 
O0 pour 2,<0, M 
# |z, pour z,>0, SEM 
Us — Zs pour s€ M, 
ou 
2,1 [Ze], SsCM;, 
— .3 
Ÿs Zs9 SEM, #) 
avec 
0, z<0, 
| [2] = 
1, z2>0, 
et les formules (2.32) s'écrivent en définitive 
% 
— STIPRTÉ 2,1 EAP S € M, 
= _| las 1 (2.35) 


EL SEM. 
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Ainsi, le système physique (fig. 1.7) modélise le système d'équations 
et d'inéquations linéaires (2.23) dans le sens suivant : son équilibre zx 
est solution de (2.23) si ce dernier est possible. S'il y a impossibilité, 
le vecteur x minimise la fonction définie positive des écarts Y1, - - 
++: Ym du système. En fait, l'état d'équilibre définit le bivecteur 
(x, w) des variables extensives (x) et intensives (w) (voir $ 2.2) liées 
par les équations (2.35), conséquences de l'équation de Clapeyron- 
Mendéléev. Ceci étant, on a le 


THÉORÈME 2.1. JL existe un bivecteur (x, w) satisfaisant aux condi- 
tions (2.27)-(2.29), (2.35) tel que 1) x est solution, quand elle existe, du 
système (2.23) et w un vecteur nul; 2) x minimise La fonction définie 
à signe fixe (2.26) des écarts du système (2.23) impossible et w est un 
vecteur non nul. 


DÉMONSTRATION. L'existence de x découle de celle du minimum de 


la fonction définie à signe fixe des écarts de (2.23) et l'existence de w 
de l'équation de Clapeyron-Mendéléev. Le minimum de l'énergie de 
Helmholtz vaut évidemment 0 pour toute solution, quand elle existe, 


du système (2.23). S'il y a existence, l'égalité w = 0 résulte des 
formules (2.35). : 

Dans tous les cas, le vecteur des grandeurs intensives w du modè- 
le physique de (2.23) est solution du système 


Di asiWy = 0, iCN:, 


s=1 


f'3 


X 


(2.36) 


à 


2 aaiws >0, CN, 


s=i 


w, >0, sEM:, 


qui découle de (2.27)-(2.29). Nous pouvons désormais démontrer 

facilement le théorème fondamental de la théorie des équations et 

inéquations linéaires, dont voici l’énoncé le plus général. 
THÉOREME 2.2. Une et une seule des deux affirmations est vraie: 
1) Le système 


n 
= 
D Gsiti LOs sCM 41 
i= 1 


n 2.23 
>» Qsili — b,, S CM, ) 
i={ 

Ti >0, È € Na 
admet une solution : 
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2) Le système 
m 
Di aid, = 0, EN, 
sm 
m 
à uw >0, l € Na, (2.37) 
sm 
mn 
> buw,<0, w,=>0 pour seM.:, 
s={ 


admet une solution. 


DEMONSTRATION. On démontre en premier lieu qu'il n'existe pas 
à la fois 20 — (2°, ..., 29) et w° —{(u", ..., w,) dont le premier 
vérifie les conditions (2.23) et le second (2.37). Raisonnons par l’ab- 
surde et supposons que ces vecteurs existent. Multiplions les nr pre- 
mières conditions (2.37) par 2%, ..., zn et faisons la somme, il vient 
m m 
D Dauui + M 2 D aus >0, (2.38) 
iEN: CS | 1EN2 si 
car la première somme est nulle par suite de (2.37) et la seconde est 
non négative vu (2.37) et z,>0, i € N.. Multiplions les m premiè- 
res conditions (2.23) par w!, ..., w et additionnons, on a 


ñn n 

\ o \! 0 0 0 
= Ws >» Auti + > Us > Gaiti L 
sEM1 îns sEM°2 {us 


m 
< D bui+ » buwi= D bus, (2.39) 
seMi seM2 sm 
inégalité qui est juste parce que 


a. 0 7 0 
» Ws à daiti < 2 b,w, 
séM: {= sEM: 


en vertu des conditions (2.23) et des inégalités wW2>0, s€ M,. Les 
premiers membres de (2.38) et (2.39) coïncident vu que la seule dif- 
férence est l’ordre de sommation. Ces inégalités entraînent donc 


Ÿ but >0 


Æ 


ce qui contredit la (n + p-iême condition (2.37), d’où l’incompatibi- 
lité de (2.23) et (2.37). 
La démonstration du théorème sera terminée si l’on montre la 


possibilité de (2.23) ou de (2. 37). Considérons l'équilibre x du modè- 
le de (2.23), dont on sait qu'il existe toujours indépendamment de la 


propriété de résolubilité de ce système. Le vecteur x vérifie les con- 
4—0680 
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ditions d'équilibre (2.27)-(2.29) et deux cas se présentent : 1) à l’équi- 
libre x, F vaut 0, ce qui signifie que (2.27)-(2.29) a pour solution un 
vecteur nul et que (2.23) est donc possible ; 2) à l'équilibre x, F est 
strictement positive, ce qui équivaut à l'impossibilité de (2.23). 
On a démontré l’impossibilité de (2.37) dans le premier cas. Montrons 
qu'il possède une solution dans le cas 2). En effet, le système (2.36) 
joint! à (2.27)-(2.29) admet, aux termes du Théorème 2.1 une solu- 


tion w nontriviale. Multiplionsr conditions d'équilibre (2.27)-(2.28) 
par Z, ..., Zn et faisons la somme: 


D w, 2 ati 0, 


smi 


ce qui équivaut évidemment à 
mn _ nr = m _— 
à w, (> Gaiti — Ds) + à w,b, = 0 
s=1 {=1 s=1 
ou, par définition de z,, à 
m _ m _ 
S w,b, + D w,z, = 0. (2.40) 
s=1 s=1 


Dans le cas 2) au moins un des y, ..., Ym eSt 7 0 et on a, en vertu 
de (2.35), 


m Li _ n _., 4 : | 
Dui=t[ 3 mréttlt > mr ]>. 
sEM: sEeM2 


sm 


Cette inégalité et (2.40) impliquent 
> b,w,< 0. 
si 


Ainsi, Wy, - . ., Wm est solution du système (2.37) et le théorème se 
trouve démontré. 

Le Théorème 2.2 présente une interprétation physique intéres- 
sante. S'il existe une solution z* au système (2.23), le vecteur Àr*, 
10, résout évidemment le système 


à GaitiL Ads SEM, 
im (2.41) 


à duiti = Ads, sCM,. 
ii 


On effectue donc, comme au $ 1.4, une transformation quasi statique 
en faisant varier à une vitesse infinitésimale le paramètre À entre 0 
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et 1. Le modèle physique évolue alors de l'équilibre x = 0 à l’équi- 
libre z* en passant par tous les équilibres intermédiaires Àz*. Comme 
au $ 1.4, c'est la forme linéaire (bw (À)) qui donne le travail pour 
cette variation des conditions extérieures. Le travail vaut évidem- 
ment O parce que w (À) = 0 quel que soit A0. : 
Passons au cas de l'impossibilité de (2.23). A l'équilibre x, le 
minimum de l'énergie de Helmholtz du modéle physique est alors 
non nul et positif et il y a non-nullité du vecteur w défini par (2.35). 
Faisons subir au modèle (voir fig. 1.10 avec p, = ps =... —= p, = 
= 0) une transformation quasi statique due à une variation infini- 
ment lente du paramètre À entre 0 et 1. Lorsque À = 0, le systè- 
me (2.41) a évidemment pour solution x (0) = 0, et, cette solution 
étant un état d'équilibre, w (0) = 0. Ainsi, dans cette transforma- 
tion quasi statique, le vecteur des grandeurs extensives varie suivant 
la loi linéaire x (À) = Àzx. Il en est de même du vecteur des grandeurs 
intensives: w (À) = Àw, et F croît à partir de O0 jusqu'à une valeur 
strictement positive. La loi de la conservation de l'énergie veut que 
la variation de F égale le travail de la force extérieure P, appliquée 
à la tige (voir fig. 1.10) repérée par À au cours du déplacement de la 
tige de l’état À = 0 à À = 1. Il est connu qu'une transformation 
amenant le modèle de l'état x := 0 à x est quasi statiquesila force 
extérieure P, esi équilibrée pour tout À par les forces internes, i.e. 


si l’on a 
Po (à) + à bu, (À) = 0 
8={ 
ou 


Po (à) = — À >» bu. 
s=1{ 


Selon la loi de la conservation de l'énergie, l'énergie de Helmholtz 


strictement positive du modele dans l'état x est égale au travail 
effectué par la force P, (2) lorsque À varie de 0 à 1. Ainsi, on a l’éga- 


lité 
1 m 
[PG)A= —5 5 bv,=F(5>0, 
0 


s=1 
qui entraîne que le vecteur w vérifiant (2.36) respecte de plus 


D bu, <0, 
s= 1 


i.e. il est solution de (2.37). Conclusion : la validité du Théorème 2.2 
découle des conditions d'équilibre du modèle physique de (2.23) et. 
de la loi de la conservation de l'énergie. 


L* 
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REMARQUE. Le Théorème 2.2 reste en vigueur si la condition 


m 
2 ba, <<0 du système (2.37) est remplacée par 
à D, = —c, (2.49) 


avec c un nombre positif quelconque donné. En effet, (2.40) et (2.35) 
entraînent 
221 [29] 


m m : 22 
2 dm — 2 Wii = — | > TEA + D rl 
ps s= s€EM: sEM2 


n 
_ nn — 
= 2 Gaiti — ss S—=1,...,m. 


A l'instar des x, ..., t,, les quantités Zjs + 2m S0nt indépen- 
dantes de la valeur du paramètre positif g, qui peut être 


C 
do = 9 9 
© #4 [ze] +>- = 
2 
M He [RM Rev as || 
et s’il y a impossibilité de (2.23), u,, ..., L sont les composantes 
du vecteur w qui vérifie (2.37) et (2.42). Le théorème démontré géné- 
ralise plusieurs affirmations importantes de la théorie des équations 
et inéquations linéaires (voir [29]). 


ConNsEQUENCE 2.2.1  (résolubilité des équations linéaires). Une 
et une seule des deux affirmations est vraie : 
1) Le système 


n 
2, 20% = bu s—1, cs M; 


admet une solution; 
2) Le système 


m 
SD auw, =0, i— 1, ET 
si 


à b,w,— — 


£ étant un nombre positif, admet une solution. 
ÏI1 s’agit d’un cas particulier du Théorème 2.2 pour M, = ©, 


N; = S. 
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Cons£QUENCE 2.2.2 (solutions non négatives des équations 
linéaires). Une et une seule des deux affirmations est vraie: 
1) Le système 


LL 
2) Œiti = be, s—1, ss M, 


possède une solution non négative; 
2) le système d'inéquations 
m 


Ti e 
> auiws >0, i = 1, ...7 N;, 
s=1 


2 bu, <0, 
est possible. 


Ce théorème de séparation coïncide avec le Théorème 2.2 pour 
M — o, Ni — g. 


CONSEQUENCE 2.2.3 (solutions des inéquations linéaires). Une 
et une seule des deux affirmations est vraie: 
1) Le système d'inéquations 
n 
D auiti Ses S:=1,..., m, 
i=1 
a une solution; 
2) il existe une solution non négative au système d'équations 


m 
D auw, =0, i =1, ...) UM 
Su 1 


m 
> buw,= —1. 
s=1 


La Conséquence coïncide avec le Théorème 2.2 pour M, = ©, 
N, = @ (voir également la Remarque p. 52). 


CoNSÉQUENCE 2.2.4 (solutions non négatives des inéquations 
linéaires). Une et une seule des deux affirmations est vraie : 
1) il existe une solution non négative au système d'inéquations 


n 
Daun<bs 5=1,...,m; 
2) Le système 


m 

\] . 

2 au, >0, i— 1, 7 ñn;, 
s= 


m 
2 bu, <0, W,>0, s—1,...,m, 
= 


admet une solution. 
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Si M: = @,N, = ©@,on a le Théorème 2.2. 


EQUATIONS ET INÉQUATIONS HOMOGÈNES. Nous formulerons enfin 
plusieurs théorèmes sur Îles systèmes homogènes. Introduisons cer- 
taines notations. Etant donné un vecteur x = (x,, ..., x,), on 
note x=0 si z;>0,i—=1Â, ...,n; on notez >0 six; >0, i — 
= 1,..., n,et s'il existe au moins un à tel que x; > 0; on note 
zDOsiz; >0,i=1,...,n. 


THÉOREME 2.3. Une et une seule des deux affirmations est vraie: 
1) le système 


J'auitz;=0, s=1,...,m, (2.43) 
1=1 
admet une solution > 0: 
2) il existe une solution au système d'inéquations 
m 
dau, >0, i=Â,...,n. (2.44) 
s=1 
DEMONSTRATION. Les affirmations indiquées sont incompatibles, 
ce qui se démontre facilement par l'absurde. Supposons résolubles 
les deux systèmes et soit x°>0 solution de (2.43) et w‘° solution 
de (2.44). Multiplions le premier système par w!,..., w®, le 
second par zx, ...,x% et sommons, il vient, en vertu du systè- 


me (2.43), 


m n ñn m 
2 u(0) 2 asir(0) = 0 = à (0) 2 as;uw(0), 
Le vecteur zx étant © O0, on a d'autre part, par suite de (2.44), 
LU m 
à 4? 2 cut” 7 0, 


ce qui démontre l'incompatibilité mentionnée. Il reste à prouver 
que l'impossibilité de l’un des systèmes implique la possibilité de 
l'autre. Les conditions (2.44) signifient l'existence d’un e > 0 si 
petit qu'on a les inégalités 


m 
Dauv,>e, i=1,...,n. (2.45) 
s—=1{ 

Posons w, — —v, et écrivons (2.45) sous une forme plus courante: 


Sd auvs< —Es i=1,...,n. (2.46) 
s=1 
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On utilise la Conséquence 2.2.3 selon laquelle l'alternative dont 
l’une des parties est (2.46), a pour l’autre 


Danti=0, s—1,...,m, 
(2.47) 
20, i— 1, .…., ne DE. 


D'après la même Conséquence, le système (2.47) possède une solu- 
tions’il y a impossibilité de (2.46) ou du système équivalent (2.44). 
Ainsi, si ce dernier n’a pas de solution, il existe un vecteur Ë£ véri- 
fiant les conditions (2.47). En vertu des conditions 


. _ | 
bi >0, i—1,..., n, > H=—>0, 
11 


ce vecteur est =>0 et x — EZ>0 est évidemment solution de (2.43), 
c.q.f.d. 


THÉOREME. 2.4. Une et une seule des deux affirmations est vraie : 
1) il existe une solution >0 au système d'inéquations 


LL 


Ÿ asiti O0, s—=1, ss M, (2.48) 
i=1 

2) le système 
Dauw,>0, i=1,...,n, (2.49) 
s=1 


admet une solution = (. 


DEMONSTRATION. On procède par l'absurde et on suppose que 
290 et w®=>0 sont deux solutions respectives de (2.48) et 
(2.49). Il résulte alors du premier système 


m ñn 
NT 
À 9 au <0, 
et du second 


n m m n 
À 9 À eo = À 0 À aux > 0 
m1 1 si ren 

La contradiction obtenue atteste l’incompatibilité des affirmations. 
Il reste à montrer que le vecteur z>0 vérifiant les conditions (2.48) 
existe en l'absence de solutions = 0 du système (2.49). Comme dans 
le théorème précédent, on met (2.49) sous la forme 

m 


D —auw,<—e i=1,...,n, (2.50) 
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avec e un nombre positif suffisamment faible, et on utilise la Consé- 
quence 2.2.4. L'alternative comprend, en plus de (2.50), le système 
d’inéquations 


au LO, S — 1, cs M, (2.51) 


À LA 


eDt>0, E>0,i=1,...,n. (2.52) 
EE | 


Si (2.49) n'a pas de solution = 0, il existe donc un vecteur x — 
= £2>0 qui respecte (2.48). En effet, le système (2.51) coïncide 
avec (2.48) et les conditions (2.52) définissent un vecteur EZ>0, 
ce qui démontre le théorème. 

La démonstration des théorèmes de l'alternative de ce paragraphe 
se fait par réduction des systèmes homogènes à ceux non homogènes, 
ce qui permet d'utiliser le Théorème fondamental 2.2 et de donner 
la même signification physique aux Théorèmes 2.3 et 2.4. 


$ 2.4. Modèle physique du problème de programmation linéaire. 
Conditions d'équilibre 
Considérons le modèle physique du problème de programmation 
linéaire (1.20)-(1.21) 
> Piti + MAX, 
i=1 


Di duiri —Es=0, SEM = (1, 2, ...) m), 
i={ 


z12>0, iCN:— (ru + 1, . n), 


(= sCM;=(1, 2, .. .m), 
—0,, SEM:=(m+i, ...,m), 


modèle dont la description sommaire est donnée au $ 1.4. L'état d'équi- 
libre de ce système physique (voir fig. 1.8) minimise le potentiel 
thermodynamique qui est la somme de l'énergie de Helmholtz du 
gaz parfait contenu dans les enceintes Vf*’, PT, s = 1, 
et du travail effectué sur les corps extérieurs (formule (2. 20), 8 2. 2). 

S'agissant de notre système physique, ce travail est égal au tra- 
vail changé de signe des forces extérieures p,, . .., p, appliquées 
aux tiges dans le déplacement de celles-ci. Le second terme de la 
somme (2.20) est donc de la forme 

x 


ñn L 
D | P, dx; = — À Pi (x; — 20). (2.54) 


i=4 (0) LS | 


(2.53) 
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Quant à l'énergie de Helmholtz du modèle, nous l'avons obtenue 
plus haut (voir (2.26). Posons x" = 0 dans (2.54), il vient, se- 
lon (2.20), 


PT ER LR 
p=—2 pit | s Man TV: bo |; ( 9) 
où 
Ys= D Gsiti—Ess S=1Â,..., m. (2.56) 
imi 


Ainsi, l’état d'équilibre du modèle constitue une solution du pro- 
blème 


< Sn Vi Sp Vi 
— + < : < in, (2. 
> Piti + Go DIV In VOL y +V; ‘In 7 y JF min, (2.57) 


CES | s={ 


avec z;, >0, i E NV. 

Etablissons la relation, s’il y en a, entre le problème général 
de programmation linéaire et la recherche de l'équilibre du modèle 
décrit (fig. 1.8). Les solutions ne coïncident évidemment pas vu 
qu’un gaz parfait et un liquide incompressible jouissent des pro- 
priétés physiques différentes. Par ailleurs, la solution du problème 
d'équilibre approche aussi bien qu'on le veut celle du problème de 


programmation si le paramètre g, ou g, du modèle est choisi suffi- 
samment grand, car dans le domaine de hautes pressions les pro- 
priétés d'un gaz parfait et d’un liquide incompressible présentent 
une “différence insignifiante. 

On conçoit que les conditions d’équilibre du modèle (fig. 1.8) 
sont les mêmes que pour les modèles remplis de liquide incompres- 
sible. Dans les conditions (1.31)-(1.33) les quantités g5*’, gf” sont 
maintenant la pression du gaz parfait dans les enceintes V£, 
VS et w,, ..., Wm la différence gf — qf*”, s = 1, 2, ..., m. 
Seules changent les conséquences et les solutions des équations 
d'équilibre parce que, d’après (2.32), la valeur de w, diffère de zéro 
seulement si 


Vi Vif) et Vi Æ Vi 
ou y, = Ô, i.e. si on ne vérifie pas la contrainte correspondante du 
problème (2.53). _ L 
Soit Zi, «+ + +, Tns E1s + + + Em, leS Coordonnées de l’état d'équi- 
libre du modèle physique de ce problème. Nous avons dit ($ 2.3) 


qu'il est naturel de ne pas assimiler E,, ..., Em“ à des variables 
indépendantes et de les définir par les formules (2.33). L'équilibre 
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z vérifie les conditions suivantes obtenues au $ 1.4: 


D auws— pi--0, iEN:, (2.58) 
s=1 
mo — —0 pour z,>0, 
>» ZsiWs — Pi { P _' EN, (2.59) 
s=1 >0 pour zx;,=-0, 


_ (—0 pour E,<b,, 
{ P _ sE Mi. (2.60) 


>0 pour E,—b,, 
Au $ 1.4 nous avons tiré des conditions d'équilibre les résultats 


fondamentaux de la théorie de la dualité. Faisons de même dans le 
cas des modèles à gaz parfait. Multiplions les équations et les iné- 


quations (2.58), (2.59) par ie ..., Tn et additionnons, il vient 
m LL 
Sa, dan à pr 
si i==1 i=1 


ou, selon (2.56), 
Du E+u)= D pr (2.64) 


avec 
n 


Ys — à Guiti — Es S—1,..., m. 
îi= 


Le dernier groupe des conditions (2.60) entraîne 
m 


>» WE, = >» w,b,, 
ss { #1 


et l'égalité (2.61) se récrit 
à >») wb, +D à Woÿs = > Pit. (2.62) 


Notons l'absence des E, ..., En Utilisons les: formules (2.34) 
et (2.35) et mettons la dernière égalité sous la forme 


ÿv w,b, + dE 0,2, — > Pitu (2.63) 
où, en vertu de (2.35) 


— [—=0 2, 0, 
{ pour 2 < SEM. 
Z>0 pour z,>0, 
2, = 2 anti —b,, S — 1, ss M; (2.64) 
ie 7 2° 24 [z,] m 2° 
à =% (27 Tel + 2 rm) >0 
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L'équation (2.63) est un analogue du résultat connu (1.27) de la 
théorie de la dualité. Passer d'un modèle rempli de liquide incom- 
pressible à un modèle contenant un gaz parfait équivaut à remplacer 
les contraintes rigides par celles élastiques, l'énergie de Helmholtz 
du gaz mesurant le degré de souplesse des contraintes ou les pénali- 
sant. On déduit l'interprétation économique de (2.63) du problème 
connu de la planification. 


Soit une entreprise qui proquit n biens À,, 4,, ..., À, à l’aide 
de m ressources B:, Ba, - -., Bm disponibles en quantité respective 
b,. bo, . Les prix Pr Pe-+.: Pn des n biens et la matrice 


d inputs Il sur de dimension m X n sont les données du problème. 
L'élément a,; de la matrice || a.;l|| est la quantité de B, nécessaire 
pour fabriquer une unité de 4;. Nous appellerons programme un vec- 
teur x = (2,,...,z2,) = 0 dont les nr composantes sont les quanti- 
tés des produits fabriqués dans une période. 
La production de x; unités du bien À; consomme q;x;, Goiti, - . . 
.) Amiti Unités des B;, B:, . .., Bh respectivement. La quantité 


Piti 


ELA 


est le coût du complexe @, ... Zn). Un programme z* — 
= (21, ..., 21) qui vérifie les conditions 
nn 


D PiTi > MAX, (2.65) 
i=1 


n 

Q 

2 Gaiti LD S — 1, rs M; 
i= 


(2.66) 
zx, >Z0, i— À, ss PL, 
est dit optimal. Le problème (2.65)-(2.66) relève de la programmation 
linéaire. Les conditions d'équilibre de son modèle s’obtiennent de 
(2.58)-(2.60) pour M = (1. ° m), M: 5 ©, N;= ©, N, = 
= (1,...,n) et s'écrivent 
7 O0 pour zx; >0, 
Ke . 
DATE _ nour x, = 0, i—AÂ,...,n, (2.67) 
0 pour <b,, 
: Se (2.68) 
Z>0 pour E,—b,, 
s=1, ...,m. 
Si le corps remplissant les volumes du modèle de (2.65)-(2.66) est 
un liquide incompressible, les conditions (2.67)-(2.68) sont vérifiées 
par un programme optimal z* et par un vecteur optimal des coûts 
duals des ressources w*, et on a, par suite d’un théorème de dualité, 


m n 

* . 
> Wib, = > Piti » 
8s—1 i=1 
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i.e. les recettes maximales sont égales au coût des ressources con- 
sommées. Si les volumes V£{*”, V9? contiennent un gaz parfait en 
quantité donnée par (2.2), l’état d'équilibre x, w qui respecte égale- 
ment les conditions (2.67)-(2.68), constitue un programme voisin de 
l'optimum de (2.65)-(2.66) et une solution voisine de l’optimum de 
son dual. On a alors les inégalités 

a a mn —. S 

D au > à Pr: > b,w, > D b,uw:. (2.69) 

imi i=1 s=1 s=1 
En effet, le vecteur x n’est pas une solution réalisable du primal et 
le vecteur w est un vecteur réalisable du dual par suite des condi- 
tions d'équilibre. La première inégalité s'obtient de (2.67), (2.68) 
en posant z = x* + Azx et en remplaçant w,, s = 1, ..., m, con- 
formément à (2.35), par les formes linéaires en Az, ..., Ax,. Muiti- 
plions les conditions d'équilibre par Azx,, ..., Az, et sommons, on 
montre aisément l'égalité du produit scalaire (p, Azx) et d’une forme 
quadratique positive qui a pour matrice la matrice de Gram formée 
avec les vecteurs-colonnes de la matrice des contraintes. Nous invi- 
tons le lecteur à faire les calculs nécessaires et nous allons, pour 
notre part, donner une démonstration moins formelle et plus simple. 
Supposons fausse l'affirmation (p, x) > (p, x*) et vraie l'inégalité 
(p, x) <(p, z*), d'où l'existence, dans le demi-espace (p, x) > 
Z(p, x), d’un ensemble non vide de vecteurs réalisables (le vecteur 
z* en est par exemple un élément) pour chacun desquels l'énergie 
de Helmholtz est nulle. Or, (p, x) >(p, x). Par conséquent, le 
point x ne réalise pas le minimum du potentiel thermodynamique 
(2.55) du modèle physique, ce qui signifie que x n'est pas un point 
d'équilibre : contradiction qui démontre (p, x) > (p, x*). 

Revenons au problème (2.65)-(2.66) à contraintes élastiques. 

On note que z,1 [z,] représentent, conformément à (2.64), les quan- 
tités fictives des ressources consommées par le programme x (i.e. les 
quantités qui excèdent les disponibilités) et que w,z, est leur coût. 
Avec les contraintes élastiques, l'égalité (2.63) résultant des condi- 
tions d'équilibre a la même signification économique: le revenu 
(p, x) est égal au coût des ressources réellement utilisées. On se 
convainc facilement que les coûts duals w,, . .., w,, sont les com- 
posantes d’un vecteur optimal du dual de 


ñ 
>» Pit; Max, 
i=1 
ñn 
Ÿ b,+2,1[2z.], s—1 
PALAILIES s +231[2:), S—1, ...,m, 


= 


x, >0, i— 1, os 7. 
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Nous proposons enfin un cas particulier intéressant qui admet une 
interprétation économique très riche. Les pages qui suivent en mon- 
treront l'importance. On demande l'équilibre d’un modèle physique 
défini par les conditions (2.53) pour b, = 0,s = 1, ..., m. L'équa- 
tion fondamentale (2.63) s'écrit en l'occurrence 


re 


à Dy2e = D Pit (2.63°) 


et 2j, - .., 2m Sont les quantités réelles des ressources utilisées : 
z = dant, S = 1,..., m. L'égalité (2.63’) est un analogue de 


(1.27), théorème fondamental de dualité, si x s’interprète comme un 
programme optimal à condition que le système économique peut 
acheter les ressources nécessaires à des prix égaux à w,, ... Wm. 
Dans le cas considéré, le problème physique de l'équilibre représente 
une situation économique où le système ne dispose pas de stocks de 
ressources et les achète par exemple avec l'argent procuré par la 
vente des ses produits à des prix P1, . . ., P, donnés. Dans ce cas, 
l'égalité (2.63) exprime lerésultat économique connu: recettes — 
coût des ressources absorbées. On note que le problème de planifica- 
tion est représenté non pas de façon approchée mais par un modèle 
exact qui permet une approche inédite de la planification et de la 
répartition centralisée rationnelle des ressources. Dans ce modèle, 
les quantités des ressources achetées et des produits fabriqués sont 
définies par les prix de ces derniers et aussi par la fonction de péna- 
lisation (énergie de Helmholtz du modèle) dont le choix incombe de 
façon privilégiée au centre de décision. Il y a plus. On conçoit la 
nécessité de généraliser le modèle physique: on remplace le para- 
mètre scalaire qg, par un m-vecteur q = (q‘", , 9°) des para- 
mètres, et la fonction à minimiser (2.57) prend ‘la forme 


T4) Vi +) S(-) ve 
—Y mit S q [ Vs nes + 1 = — 
ii s=1 

Le contrôle de l'allocation des ressources se fait non pas par le 
mécanisme des prix mais par le choix des paramètres gl, ..., q‘7. 
Chaque terme de la seconde somme définit la quantité y, d’une 
ressource donnée que le système économique considéré désire acheter 
et la somme d'argent qu'il veut payer, et la somme même représente 
évidemment le coût maximal des ressources nécessaires pour le 
système. 

On vérifie sans peine qu'étant données des valeurs bien choisies 
des paramètres gl, ..., g° du modèle du problème (2.53) pour 


s—=0,s—1,..., m, l'état d'équilibre x (g, ..., gt”) est un 
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vecteur optimal de ce problème pour b,, ..., bm #0 positifs 


donnés, i.e. x (g®, ..., g"®) = x*. Admettons en effet que g{””, ... 
ss g®"” sont des valeurs initiales positives des paramètres et soit 
z'® Je vecteur d'équilibre du modèle pour ces valeurs initiales. Les 
valeurs suivantes, plus « bonnes », se calculent par les formules sim- 


ples 


g5” (0) 
go = 2: . s — 1. cs M, 
et par 
a T(æ) 
Tai De 25 
où 


n 
20 — >» AuiTi ’ 
ini 
z(&) étant le vecteur d'équilibre du modèle à paramètres g{”, ... 
..., g%”. On trouvera au $ 5.5 du chapitre V un algorithme pour 
le problème de l'équilibre d'un modèle à paramètres donnés. On note 
le caractère nécessaire des conditions b, > 0, s — 1, ..., m, qui 


sont garanties par des procédés élémentaires. Le lecteur ferait bien 


de démontrer la convergence vers z* de la suite z(0), z(1), ... 

Chose importante, l'approche exposée se généralise à l’allocation 
centralisée des ressources dans une économie à plusieurs agents ayant 
chacun son objectif propre. 

Soit une économie composée de k unités linéaires et d'un centre 
de décision qui dispose des ressources en quantité b,, ..., bm- On 
généralise sans peine les formules citées plus haut : 


R 
S Hal à 


A ALL 

8) gts) NT —# __ — — 

4® 4 = 90) kb, > a) , s=1, ee m, a = 0, 1, ..., 
v=1 $ 


avec v le numéro de l'unité périphérique. 

Jl y a intérêt à noter qu'’ainsi traité, le problème de répartition 
des ressources n'exige pas que l'organisme central connaisse les 
objectifs de chaque unité économique. 


$ 2.5. Méthodes de pénalisation 


En abandonnant le liquide incompressible pour un gaz parfait, 
nous avons remplacé par là même un problème de programmation 
linéaire par la recherche du minimum du potentiel thermodynamique 
d'un système physique actif. Dans ce dernier problème, l'énergie de 
Helmholtz du gaz parfait (2.26) est une fonction définie positive des 
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écarts des contraintes et elle s’interprète donc comme une fonction 
qui pénalise ces contraintes. Ainsi, on est conduit naturellement à 
une méthode très séduisante pour les problèmes de maximisation 
avec contraintes qui porte le nom de pénalisation [23, 28, 45, 15, 
8, 9, 3, 1]. 

Dans l’Avant-propos l’auteur a situé la méthode en question. 
On discutera dans le présent paragraphe une version de la méthode 
et on passera ensuite au cœur de la question. 

Considérons le problème : 


f (Zi, + + «+, Tn) — Max (2.70) 
dans un domaine Q € E" défini par les conditions 
La (Lis. Tn)LO, S—1,..., ma, | 
Betis. En) = 0, S—=mi+i,...,m 
Il existe plusieurs façons de réduire le système (2.71) à la contrainte 
£ (Zi, +. ., In) LU. 
Il suffit par exemple de prendre pour g(x;,, ..., z,) la fonction 
gts +, En) = MAX (gi, . .., Em, Emst1s + + +, Em)} 
ou une fonction logarithmique de la forme 


(2.71) 


A B, 
L(tis c.. Tn) = D (A, In AT + B, 1…n Es; , (2.72) 


s=1 


= fe fe cor en tee ce nl s—=1,...,m4, 
Je CACTORRE 2 s=myti,...,m, 


et Au, - + ., Am; Bis - + «: Bm Sont des nombres positifs suffisam- 
ment grands. On vérifie aisément que le domaine d'existence de 
(2.72) est 

—À; <Ys < B:;, 


que (2.72) est une fonction dérivable dès que g,, ..., £m le sont, 
identiquement nulle dans Q est positive en dehors de ce domaine. 
On appellera fonction de pénalisation une fonction œ (g (x)) — 
— 4) (x) convexe dans E‘" et telle que 


—0 pour {<0, 
PG)1 —0 pour 150, 
lim p()— + oo. (2.74) 
t 00 


(2.73) 
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Nous allons également considérer des suites 4, (x), Ye (x), . .. 
ayant la propriété 


Lim 4 (2) = lim qu (g (x))= + co (2.75) 


quel que soit x € {x | g (x) >> 0}. 

Si Ÿ (x) est une fonction de pénalisation, la suite correspodante est 
par exemple Æ, (x), Kit (x), ..., où Ko, K1, . .. forment une 
suite monotone croissante de nombres positifs qui tend vers une 
limite infinie. La technique de pénalisation consiste à réduire à 
ex (lim €, — 0) près le problème (2.70)-(2.71) à une suite de problè- 

R— 00 


mes de maximisation sans contraintes 
f (x) — x (x) = max, k = 0, 1, 2, 
i.e. à définir successivement des vecteurs z(0), 2(1), . .. tels que 
f (20) — x (20) 2 de + en. 


= sup CF) — x (2), (2.76) 


lim er =0. 
k—00 
On démontre dans [8] le théorème suivant qui établit les condi- 
tions de convergence de cette suite vers la solution du problème 
(2.70)-(2.71). 


THÉORÈME 2.5. Soit f (x) et g (x) deux fonctions continues, Q un 
ensemble non vide, d,<d <+ 00, x (x) >0 quels que soient 
zetk, lim dr (x) = 0 sur R partout dense dans Q et lim Pr (#) = +oo 


pour TZ "0. La suite x®, xD, ... définie par (2. 76). est alors telle que 
fa > — sup Î (x), lim £ (x) LO. Si la contrainte g (x) 0 
est bien posée ç°) et f (x) est lipschitzienne dans un voisinage de Q, alors 
lim f (x) = f* et lim p (x%, Q) = 0. 


“La pénalisation "est susceptible de généralisations (voir par exem- 
ple {28, 45]) : on considère les suites de fonctions convexes 4 (x) — 
— x (g (x)) dans les conditions 


oo, #4>0, 
lim ®, (4) — C>0, t=0, (2.77) 
he 0, t<0, 
Ex () > 0 pour t> 0. (2.78) 


(*) Cela signifie que la condition 8 (x) —+ 0 pour # —+ entraîne 
p (x%, Q) —+ 0, où p (x, Q) = inf zh — z |]. 
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Telles sont les fonctions ®, (g (x)) = Cent) où À, > Oet Him Àn = 


— Ho, et on obtient une suite maximisante x, x, ... de 
vecteurs réalisables. 

Des cas peuvent se présenter où il y a intérêt à conserver une 
partie des contraintes. On se ramène à plusieurs problèmes de maxi- 
misation avec des contraintes qui n'entravent pas la résolution du 
problème primitif. (Le Théorème 2.5 s'étend de lui-même à ce cas.) 
Les contraintes de non-négativité des inconnues sont du nombre. 

Admettons que la fonction de pénalisation œ, (£g,) associée à une 
contrainte (2.71) contient un paramètre, i.e. elle dépend du para- 
mètre À, et de g, (x). Soit, pour tout 4, > 0 


gs (x) 0, scM:, 
gs(z)=0, SEA, 
&:(2)>0, se M, 
gs (1) 0, SEM, 
Jim @e (Ass 1) = + 00, sCM, 


—0 pour 
Pa (Âss Ess (x) 
>0 pour 


Jim Ps (Ass Le (x)) = + oo pour rEQ, SEM. 


Soit ensuite x (A, ..., A) solution de l'équation 


grad (f (x) — à ps (AL, g, (x))) = 0 (2.79) 


pour À > 0, sE€ M, fixes. 
Considérons dans E‘” une fonction vectorielle continue quel- 
conque À (t) = (À, (T), . . ., Am (t)) telle que 
Às (0) = AS’ >0, | 
ÀAs(T) >0 pour t>0, 


| (2.80) 
limAs(t)=+oo, sEAM, 


et soit r (À (t)) une fonction vectorielle qui vérifie (2.79) pour tout 
Tt>0. Le Théorème 2.5 entraine 


limx(A(t))=zx", 


avec r* un vecteur optimal du problème (2.70)-(2.71). Ainsi, l’hodo- 
graphe de x (À (t)) est une courbe continue dans E‘ qui réunit le 
point x (A®) avec le point optimal x*. Il y a évidemment autant de 


trajectoires entre les points x (A) et x* que de fonctions vectoriel- 
les À (t) satisfaisant à (2.80) (fig. 2.2). 
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Soit x (À (t)) la trajectoire correspondant à À (t) = (à (T)..., 
.... Àm (T)) soumise aux conditions (2.80). La fonction 


f(x) — à Ps (As (T), gs (x) 


s’interprète comme le potentiel d'un système physique S dont l’état 
se définit par le vecteur x. Les conditions extérieures sont détermi- 


nées pour S par le paramètre t. Le vecteur x (À (t)) respectant (2.79) 
pour t fixe définit son équilibre pour les conditions extérieures inva- 
riables. Avec une variation infiniment lente du paramètre + de *, 

at) à T > T, S subit une transformation quasi stati- 

ï que qui l'amène de l'état x (x,) à l'état x (t,) par 
des états d'équilibre intermédiaires x (x). Ainsi, 
la trajectoire zx (À (t)) représente pour to <<T << + 0 
une évolution quasi statique (réversible) connue du 
système S entre les états x (À (t.))etz* = x (À (œo)), 
qui jouit des propriétés extrémales des processus 
thermodynamiques réversibles. Comme les prati- 

z ciens du calcul numérique jugent en général les algori- 

Fig. 2.2 thmes d'après le critère de temps minimum, le 

travail effectué par le système sur le milieu exté- 
rieur, qui atteint son maximum dans une transformation 
réversible [13] ne constitue pas un bon critère de performance. 
On a donc à construire des processus 
qui se distinguent essentiellement de 
ceux quasi statiques. Un exemple en 
est la descente lorsqu'on se donne une 
suite de valeurs croissantes du para- 
mètre + et on utilise une méthode du 
gradient pour passer de x (te) à 
x (To+1) (Fig. 2.3). 

L'interprétation physique de divers 
processus de descente avec pénalisa- 
tion suggère diverses façons d'amé- 
liorer la convergence. Le fait qu'une 
suite de fonctions de pénalisation 
correspond à une descente déterminée 
veut dire que ces fonctions comman- Fig. 2.3 
dent la marche des calculs et sont 
soumises aux seules conditions (2.73)- | 
(2.75). On assimile donc naturellement les procédures de calcul des 
méthodes de pénalisation a des processus commandés pour lesquels 
le problème de temps minimum a un sens. Une fois que la suite 
de fonctions de pénalisation vérifiant (2.79) est donnée, on améliore 


# 


Z(œ)"L° 
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sensiblement la convergence par les procédés connus de prédiction 
sur la descente [28]. Les aspects numériques des problèmes de pro- 
grammation mathématique feront l'objet des chapitres suivants si 
bien que nous nous bornons pour l'instant à plusieurs remarques 
d'ordre général. 

L'efficacité des méthodes de pénalisation est reconnue par les 
uns et contestée par les autres. Il y en a qui les disent universelles 
et simples mais tout juste bonnes pour obtenir une approximation 
grossière avec laquelle on initialise dans d'autres procédés. Cette 
opinion est fondée sur les mises en œuvre numériques primitives de la 
pénalisation lorsque la vitesse de convergence des méthodes de 
descente diminue avec la croissance du numéro du problème de maxi- 
mum libre. Il suffit de pénétrer plus profondément la théorie de la 
dualité pour voir que ces auteurs sont dans leur tort. 

La pénalisation consiste à remplacer les liaisons rigides par celles 
élastiques qui engendrent un champ des forces élastiques définies par 
les réactions. L'erreur sur le vecteur optimal du primal se définit 
alors par la déformation des liaisons à l'équilibre et celle sur le 
vecteur optimal du dual par la différence des gradients des fonctions 


économiques au point optimal z* et à l'équilibre x. Cela entraîne 
un résultat de première importance. Si les composantes du n-vecteur 


(x — xz*) sont des infiniment petits du premier ordre, les composan- 
tes du m-vecteur (w — w*) sont d'ordre infinitésimal supérieur. 


Rappelons qu'il y a entre x et w des relations simples, conséquences 
de la loi qui détermine les propriétés élastiques des liaisons défor- 
mables (loi de Hooke ou équation de Clapeyron entre autres). Au 
$ 2.6 et dans les chapitres IV, V, VII ces questions seront traitées 
plus en détail et dans des optiques différentes. 

La pénalisation jouit enfin de cette propriété peut-être la plus 
précieuse d'être, en plus d'une technique de résolution des problèmes 
d’extrémum avec contraintes, une méthode de simulation mathéma- 
tique des objets réels. En effet, les contraintes du type égalité ou 
inégalité expriment sous forme analytique des liaisons parfaites bi-ou 
unilatérales, et les liaisons réelles sont déformables, leurs réactions 
étant définies par la grandeur de la déformation. Ceci étant, les con- 
traintes égalités ou inégalités décrivent seulement les propriétés 
géométriques de liaisons inactives (non contraintes) et la fonction 
de pénalisation s'interprète comme l'énergie de déformation des 
liaisons. On assimile par exemple la solution exacte d’un problème 
relatif à l'équilibre d’un système de corps élastiques à une solution 
« approchée » obtenue par pénalisation dans le cas d’un système 
de solides parfaits. Un autre exemple est la recherche de l’équilibre 
d'un modèle physique contenant le gaz parfait (voir ce chapitre). 
On peut dire que la solution de ce problème « approche » par péna- 
lisation celle du problème : « trouver l'équilibre d’un modèle analo- 
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gue rempli de liquide incompressible ». Dans le dernier cas, la fonc- 
tion de pénalisation représente, on l’a vu, l'énergie de Helmholtz 
du gaz parfait, i.e. elle caractérise les propriétés physiques du fluide 
qui réalise les liaisons. 

Ainsi, la difficulté majeure de la méthode est non pas le problème 
artificiel de l'efficacité numérique, mais le choix d’une fonction finie 
de pénalisation qui décrive au mieux les propriétés des liaisons réel- 
les qui en sont des conséquences physiques, sociales ou économiques. 

Disons enfin quelques mots sur la planification économique et la 
sgestion. La pénalisation traduit ici en langage mathématique l'exis- 
tence d’une économie partiellement centralisée : l'organisme central 
fournit aux unités périphériques les plans de production, leur alloue 
les ressources et pénalise les contraintes de ressources et de program- 
mes. Le choix des pénalités, i.e. du degré de souplesse des contrain- 
tes, définit évidemment le mode de centralisation. Une centralisa- 
tion très poussée n'a la raison d’être que si le centre de décision 
reçoit sans cesse une information économique sûre et complète qu'il 
a la possibilité de traiter. 

L'idée de la pénalisation peut se matérialiser sous des formes 
foncièrement différentes du procédé décrit au début du paragraphe. 
Discutons-en quelques-unes. 


RÉDUCTION À UNE SUITE LE PROBLÈMES : « MINIMISER LA NORME DES 
ÉCARTS D'UN SYSTÈME INCOMPATIBLE D'ÊÉQUATIONS ET  D'INÉQUATIONS » 


Soit x* — (2, ..., x*) un vecteur optimal du problème (2.70)- 
(2.71) et À'° un nombre vérifiant l'inégalité 
Î (*) < y XCD 


J1 n'existe évidemment pas de solution au système 
£s (x) LO, s=1, .…... Mi; 


£s (x) = 0, s—mi +1, .. M, (2.81) 
f(x) — 2 = 0. 
Soit F (y, . . ., Ymr Ym+1) Une fonction définie positive stricte- 
ment convexe des y], Ya, . . .; Ym définis par 
£,: (x) 1[g.(x)], s— 1, ... TE 
Us — gs (x); Ss—mi<+i, .. M, 
f(x) — 2, s=m+t, 


qui admet des dérivées continues. Ainsi 


F (Yi - ++ Yms Ymti) = Dr, -.., Ta. À). 


L'impossibilité de (2.81), À = À'°’, signifie que la fonction ® (x, À‘) 
a son minimum strictement positif et qu'il est atteint en z‘°, point 
qui n'appartient pas ni au domaine @ ni à la surface f (x) — À" = 0. 
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On montre facilement la validité de l'inégalité 
f(x*) << f (2) << A°!. (2.82; 


Soit ensuite x‘ un point de minimum de (x, À‘), où À? — 
= f(x). En vertu de l'inégalité (2.82) il est évident que r'° 4 Q, 
que x‘? n’est pas sur la surface f (rx) — À” = 0 et qu'on a une iné- 
galité analogue à (2.82), à savoir 


f(x*) < f(x) < AM — f(x‘) <<, 
Finalement on aboutit à une suite de problèmes de minimum libre 
D(z, A) min, œ—0, 1,2, ..., 


avec A®=f(z@-1), rla-1) optimisant le problème O (x, A(%7 1") min. 
La suite z%, x, ... respecte les conditions 


ND (a > f(x) >... | 
fa) > f(x"), 
lim 2@)— x*. 
Œ—00 
Elles ont lieu sous les mêmes hypothèses sur les fonctions f (x) 
£1 (Z), +, Em (x) que celles du Théorème 2.5. Dans le chapitre 
suivant ($ 3.5), nous appliquerons la méthode exposée à un problème 
de programmation linéaire. Elle signifie physiquement qu'on ramène 
en fait le problèmede l'équilibre d'un systèmeactif à plusieurs problèmes 
relatifs à l'équilibre des systèmes isolés (passifs). Ceciétant, on élargit le 
modèle physique par adjonction du modèle de l'équation f (x) — À = 
— 0, où À est le (7 + 1)-ième paramètre d'état. L’algorithme est 
cyclique. Dans un premier temps, on maximise l’entropie 
S (Zy, + + +, Zn, À) par rapport aux paramètres z,, ..., z, pour À 
fixe et dans un deuxième temps on recherche la valeur de À qui 
maximise l’entropie pour z,, ..., x, fixes. La suite S (xt), AG), 
a = 4, 2, ..., est évidemment monotone croissante et 


(2.83) 


lim S (xt, AS (x*, f(x*)) = 0. 


Œ — 00 


Pour la description d’un autre algorithme voir $ 3.5. Le chapitre 
VIII est essentiellement consacré au développement de la méthode 
et à son extension à des problèmes dynamiques de la commande opti- 
male. 


PARAMÉTRISATION DES CONTRAINTES DU PROBLÈME DE MAXIMISATION 
AVEC CONTRAINTES. Soit x‘ un point de maximum de la fonction 
mn 
f(— 2 pe (2), (2.84) 


s=1 
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- | Ps (Le (x)) 1 [gs (x)], s=1, es Ma; 
Vs G)— Ps (gs (x)), S—m +1, ...s M, 


1 (t), .…, Pm (f) étant des fonctions de pénalisation vérifiant 
@. 73), (2. 74) telles que (2.84) admette un maximum. Le vecteur 
z'® est une solution approchée du problème (2.70), (2.71) et il est 
encore la solution exacte de 


Ï (x) — max 
avec les conditions 
gs (T) Lg) 118 (2), s=1, ..., ms, 
gs (x) = 8. (2°), s=m+1, ..., m. 


Cela veut dire qu'en remplaçant (2.70), (2.71) par le problème de 
maximisation sans contraintes 


f(x) — 2 Ÿ, (x) — max, (2.85) 


on obtient une solution approchée de celui-là quiest la solution exac - 
te d’un autre problème de maximum lié à même fonction économique 
mais dans un domaine défini par un autre jeu de fonctions des famil- 
les uniparamétriques G, (x, ©.) = g, (x) — c,, s = 1, ..., m. La 
réciproque est également vraie : étant donné un système de fonctions 
de pénalisation avec les conditions (2.73), (2.74), il existe un m-vec- 
teur des paramètres c* = (c?, ..., cn) tel que tout vecteur optimal 
du problème (2.85), où 


Ps (Ga (xs co) 11Gs (x, co), s—1, ..., mu, 

Ve (2) = ps (Gs(r, cé)), S=mi+i, ..., m, 
optimise également (2.70), (2.71). C'est cette dernière affirmation 
qui inspire la méthode proposée. 


La recherche de c* s'effectue de diverses façons. On résout par 
exemple la séquence de problèmes de maximum libre 


TR) » Ps (Yi) + max, 


G, (x, so) 1 (GS (x, c{))], s=1, ..., mi, 
yo = | G, (zx, ca), S—=mit1, ..., m, (2.86) 
cap, (x), 
a—=0, 1, 2, ..., 
co —0, s =, cs M, } 
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z@) optimisant le problème 
f(2)— 2 pe (y) —+ max. 
s==1 


Il correspond à (2.86) des suites de vecteurs optimaux zx, 

z®, ..., et de vecteurs c®, cd), telles que 

limc@=c*, limz@=x*. 

@œ—00 a" 
Il y a lieu de noter que s'agissant de problèmes de programmation 
linéaire la suite (2.86) est finie, le nombre de problèmes étant au 
plus égal à celui des contraintes. 

Cette approche des problèmes d'optimum, dont nous venons de 
donner une idée au lecteur, constitue en fait une nouvelle mise en 
œuvre du principe de la libération, un des fondements de la méca- 
nique analytique. Nous y reviendrons plus d'une fois (*), mais son 
rôle et ses applications dépassent à vrai dire le cadre du présent 
livre. 

Dans les deux dernières méthodes, on n’a pas besoin d'utiliser 
les suites de fonctions de pénalisation qui jouissent de la propriété 
(2.15). 

Une dernière méthode de ce paragraphe, que nous reverrons dans 
le chapitre V pour les problèmes de programmation linéaire, est 
suggérée par Bertrand qui a dit notamment à propos du problème 
de Lagrange « De l'équilibre de trois ou plusieurs corps attachés 
à un fil inextensible... »: « On comprend, en effet, qu'une fois 
l'équilibre établi, le fil ayant pris une certaine longueur qui ne varie 
plus, peu importe que cette longueur soit ou ne soit pas assujettie 
à demeurer constante » [38]. Boltzmann a parfaitement raison de 
dire que toutes les idées ont été pressenties, préparées et ébauchées 
et que ce n'est qu'ensuite qu'est venu celui qui devait réunir en 
un tout ces éléments disparates. 

Le problème relatif à l'équilibre d’un système à liaisons exté- 
rieures déformables se réduit à la recherche de l'équilibre du même 
système à liaisons indéformables si l’on déplace les corps extérieurs 
d’une quantité égale à la déformation des solides réels qui réalisent 
les liaisons. Un autre artifice consiste à se donner des déplacements 
finis fixes des corps extérieurs et à choisir les paramètres caracté- 
ristiques du degré d'’élasticité des solides réalisant les liaisons de 
facon que leur déformation égale à l'équilibre des quantités finies 
données. Cette idée simple de nature mécanique s'avère fort pro- 
metteuse dans la théorie des problèmes d'extrémum car elle inspire 
une méthode libre de défauts des procédés qui utilisent une suite de 
fonctions de pénalisation régulières définies par les conditions (2.73)- 


(*) Voir & 4.6, 5.3, 5.5, 6.4, chap. XI. 
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(2.75). On exposera cette méthode dans les chapitres V et VII ($$ 5.5 
et 7.4) en termes de programmation linéaire et non linéaire. 

Ainsi, les conditions (2.73)-(2.75) définissent seulement une 
classe de fonctions susceptibles de constituer des suites qui respectent 
(2.75). Ce que nous avons dit plus haut atteste que (2.73) ne sont 
pas nécessaires et qu'on élargit notablement la classe de fonctions 
utilisées dans la pénalisation. 

Minimisons par exemple une fonction convexe f(x;, ..., zx,) 
sur l’ensemble convexe 


Le (Lis + + + En) KO, s—1,..., m, 


qui contient un point intérieur, i.e. sous la condition de Slater. On 
note qu’on ramène à ce problème une vaste classe de problèmes de 
programmation mathématique qui ne vérifient pas cette condition, 
tel le problème de programmation linéaire dont les contraintes 
contiennent des équations linéaires de la forme 

n 

2 agit — Vs. 

1=— 
Pour le réduire à un problème avec contraintes inégalités, il suffit 
de trouver l'équilibre x (g,) du modèle physique pour une valeur 
positive fixe du paramètre g,. À l'état x (g) les variables d'écart 
des contraintes égalités sont évidemment non nulles et on remplace 
la condition (ax) — b, par (a,x)<b, pour (a,x (Qo)) — b, > 0 et 
par —(a,r)<—b, pour (a,xz (Qo)) — b, << 0. Ce résultat persiste 
en programmation non linéaire, sauf pour une classe fort restreinte 
de problèmes. Nous supposerons donc que le problème est ramené 
à une forme pour laquelle l'ensemble de points réalisables contient 
un point intérieur. On prend alors pour fonctions de pénalisation des 
fonctions  (£.,) telles que 


>0 pour g:>0, 
p (£s) = 0 pour g«.=0, 
<0 pour g,<0, 


et on construit des suites œi (g:), a (gs), « . . qui satisfont aux 
conditions 


li + pour 8,0, 
aim Pa (gs) = 0 pour g,< 0. 


En font évidemment partie les suites qui vérifient les conditions 
(2.73)-(2.74). Cette généralisation n’a rien de formel car on forme 
avec ces fonctions de pénalisation des ensembles bornés dans un 
voisinage fini de la solution optimale tels que la solution optimale 
du problème de minimum lié constitue un minimum libre de la fonc- 
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m 
L (x;, ... LZn) = Î (x: ... Tn) + 2 Ps (Le (Ti RE | Tn)). 
8—= 


Ces ensembles optimaux sont définis par la condition évidente que 
le gradient de Z (x,, . .., x,) dans la solution optimale (x, . .., x} 
du problème de minimisation avec contraintes vaut 0. Pour cer- 
tains procédés de leur formation le lecteur est prié de s’adresser aux 
chapitres V et VII. 


$ 2.6. Certaines propriétés des solutions approchées 
des problèmes duals de programmation linéaire 


Le chapitre suivant proposera, pour les problèmes de program- 
mation linéaire, des méthodes numériques qui procèdent dans une 
large part des propriétés des modèles physiques. On admet donc au 


présent paragraphe que le vecteur x (q,) d'équilibre du modèle physi- 


que à paramètre Go est calculé aussi bien qu'on le veut. Plusieurs 
résultats généraux que nous allons examinés, joueront un rôle non 
négligeable lorsque nous aurons à discuter les aspects numériques 
de la programmation mathématique. On commence par les formu- 
les (2.35) obtenues par passage à la limite à partir de (2.31), consé- 
quences de l’équation d'état des gaz parfaits. C'est (2.35) qui relient 


de toute évidence les vecteurs voisins de l’optimum x (q.) et w (qo) 
des problèmes associés de programmation linéaire. 

Connaissant une solution approchée zx (g,) du primal, qui est 
un équilibre de son modèle physique à paramètre q,, on calcule donc 
celle du dual par les formules qui découlent de la loi de Boyle- 
Mariotte : 


Cned 


LL | Tr el, sEM,;, 
w, (Qo) =: 7 - (2.87) 
_% 
| Ta, * SEM, 


où, conformément à (2.64) et à (1.15), 


n 
Zs — à asiTi (Qo) — b,, 
1— 
n 


las Il = 1 +2 [as |; 


S—=1, .... m. 


74 ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES PHYSIQUES [CH. Il 


Il y a intérêt à noter que zx (g.) n’est pas un vecteur réalisable du 
problème primal et qu'on a l'inégalité (2.69) : 


ñn ‘ n 
à Piti (Qo) >> à Pit? 
1= 1= 


z* étant un vecteur optimal. Par ailleurs, w (g.) calculé par (2.87) 
est, par suite des conditions d'équilibre (2.58)-(2.60), un vecteur 
4 dual-réalisable » et vérifie donc l'inégalité 


w* étant un vecteur optimal du dual. 


Considérons le modèle physique à paramètre g, du problème (1.22)- 
(1.23). Ses conditions d’équilibre (1.44)-(1.46) restent évidemment les 
mêmes qu'il contienne un liquide incompressible ou un gaz parfait. 
Nous avons dit ($ 1.4) que si le primal et le dual ont leurs modèles 
contenant un liquide incompressible, il y a équivalence des modèles 
au sens que dans les deux cas les variables extensives et intensives 
définissent à l'équilibre le bivecteur optimal (z*, w*) du couple de 
problèmes. S'agissant d'un gaz parfait, nous ne pouvons faire une 
affirmation analogue (nous verrons plus loin que le bivecteur (x, w) 
d'équilibre du modèle du primal ne coïncide pas pour @ fini avec 
le bivecteur (, x) d'équilibre du dual). En effet, des raisonnements 
analogues à ceux qui nous ont conduit aux formules (2.34), donnent 
des relations similaires entre les composantes de zx et celles de w: 


; F 
| Ter Ê EN. 


z G o) — ho 
[e-EtE 1en.. 


(2.88) 
où 


Ci = Di — 2 asiVs (Go): 


S—= 


Mal=1+ 2lasl 


Cette fois, c'est w (g,) qui n’est pas un vecteur « dual-réalisable », 


tandis que zx (q) est, en vertu des conditions d'équilibre (1.44)- 
41.46), un vecteur réalisable du primal (1.20)-(1.21). Aussi on a les 
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inégalités (*) 


D bu, (go) < 2 bu, (2.89) 
> Pit (Go) < à Pit}, (2.90) 
et (2.63) entraîne 
>» bu, < D Piti (2.91) 
s—=1 i=1 


parce que, selon (2.87), 
m 
D zu, >0. 
s= 1 


Les conditions d'équilibre du modèle physique du dual (1.22)-(1.23) 
donnent facilement un analogue d’un théorème de la dualité : 


3 
3 


rad Dr, (2.92) 
I1 résulte de (2.88) que _ T 
ù Gz, > 0, 
et on obtient donc à partir de (2.92): 
> pt > D bu. (2.93) 


Ces résultats démontrent le 


THÉOREME 2.6. Les états d'équilibre des modèles physiques des 
problèmes associés de programmation linéaire e définissent pour tout Qo 
positif respectivement le couple x (Qo) CE", vw (Go) € E"” et le couple 


z(Q) EE", w (Qo) € E‘"? qui remplissent les conditions 


1. 2 pa > D 0,> À pet = 


m n _ mn _ 
= Du prix Dbw,. (2.94) 
s=1 i—1 s=1 


(*) La démonstration de (2.89) imite évidemment celle de (2.69) (voir 
2.4) 
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2. x(%) et w (Go) sont des vecteurs irréalisables et z (Q) et w (Go) 
des vecteurs réalisables respectifs du primal et du dual. 


3. lim z(g)= lim z(%)= 1", 
Go 0 00 
lim w (go) = lim w (qe) = w*. 
Go 00 Too 
La condition 1 est la réunion de (2.89), (2.90), (2.91) et (2.93); 
la condition 2 est démontrée plus haut et 3 résulte du Théorème 2.5. 
On obtient donc pour g, (paramètre de pénalisation) fini deux 
couples de vecteurs: un vecteur « primal-réalisable » et un vecteur 
« primal-irréalisable »; un vecteur « dual-réalisable » et un vecteur 
« dual-irréalisable », et, partant, les estimations bilatérales des va- 
leurs optimales des deux fonctions économiques (condition 1 du 
théorème). 
J1 y a intérêt à noter que les inégalités 
m _ n m 
2 bu > 2 pitf — à bUS > 
$— 1—= Li 


S—= 


: — 
Pit 


Ms 


de (2.94) ne sont pas strictes et qu'il existe une valeur finie suffisam- 


ment grande de q, pour que zx et w optimisent respectivement le pri- 
mal et le dual. On obtient cette affirmation en identifiant les con- 
ditions d'équilibre des modèles remplis de liquide incompressible 
à celles des modèles contenant un gaz parfait. Les unes et les autres 
définissent évidemment le vecteur w = w* si 


sgn zŸ = sgn z;, CN, | 


_ (2.95) 
sen (Bs — Ë, (z°)) — Sgn (b, — Ë, (x)), sEM:, 


sCM.. 


Nous y reviendrons dans le chapitre V. 


CHAPITRE III 


MÉTHODE DES LIAISONS REDONDANTES 
ET ALGORITHMES ITÉRATIFS 


$ 3.1. Introduction 


On propose dans ce chapitre une méthode générale de formation 
des algorithmes itératifs pour les problèmes de programmation ma- 
thématique et d'économie mathématique et on l’applique en pro- 
grammation linéaire. 

La méthode est physique par essence : elle utilise les propriétés 
physiques des corps qui réalisent les liaisons. On est donc amené une 
fois de plus à étudier l'équilibre des modèles physiques et le trans- 
fert à la position d'équilibre et à assimiler les contraintes égalités 
ou inégalités aux liaisons parfaites, i.e. le cas limite des liaisons 
élastiques. Si le lecteur a lu l'Avant-propos., il comprend qu'on 
ne saurait être trop prudent lorsqu'il s'agit d'apprécier les solutions 
approchées obtenues de façon simple par les formules proposées. 
On pourrait certes utiliser une norme des écarts. mais il n'existe en 
général pas de norme qui évalue un modèle mathématique. I] paraît 
que les difficultés de nature numérique du passage à la limite sont 
l'effet du peu de finesse des modèles, i.e. la peine infligée pour avoir 
violé cette loi immuable et perpétuelle à qui Jean Bernoulli a donné 
le nom de loi de continuité [22]. 


$ 3.2. Méthode des liaisons redondantes 


Une vaste classe d algorithmes de minimisation est formée de 
procédés de descente qui consistent à générer une suite de points dont 
la limite est un minimum ou appartient à son voisinage donné. Les 
algorithmes de ce chapitre et de ceux qui suivent. sont justement de 
cette classe, et ils présentent la particularité de découler de façon 
naturelle des propriétés physiques des modèles correspondants. 
S'agissant d’un modèle physique, la descente consiste évidemment 
à passer vers l'équilibre à partir d'un état initial quelconque donné. 
On la contrôle en réglant sur l'objectif les conditions extérieures 
ou les liaisons. Les transformations quasi statiques de la thermodyna- 
mique sont autant d'exemples connus de contrôle des systèmes phy- 
siques. Par modification des conditions extérieures ou des liaisons 
on fait prendre au système divers chemins dans l'espace d'états qui 
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le mènent à l'équilibre cherché. Nous allons nous occuper de phéno- 
mènes isothermes quasi statiques dont les modèles physiques de 
problèmes d'extrémum sont le siège et nous les commanderons par 
introduction de liaisons indépendantes du temps redondantes ou 
supplémentaires. Sont donc redondantes des liaisons absentes des 
conditions du problème modélisé qu'on impose temporairement au 
système afin de le transférer à la position d'équilibre requise. Les liai- 
sons redondantes appliquées au système dans un état doivent évidem- 
ment être compatibles avec cet état. Avec ces liaisons on diminue 
le nombre de variables du problème primitif jusqu'à ce que sa dimen- 
sion soit acceptable et on réduit un gros problème à une suite de 
simples problèmes de petite taille. La méthode proposée consiste à 
décomposer ce processus compliqué qu'est le passage d’un système 
physique à l'équilibre, en plusieurs processus élémentaires par ap- 
plication continue des liaisons redondantes. Parmi ses mises en 
œuvre on compte visiblement la méthode du gradient à pas en nom- 
bre fini et la descente séquentielle. 

Les liaisons redondantes que nous nous proposons d'utiliser se 
partagent naturellement en deux groupes: 

1) liaisons holonomes définies par les relations entre les coordon- 
nées des solides formant le système physique (p. ex. les liaisons qui 
fixent des positions données de certains ou de la totalité de ces 
solides) ; 

2) liaisons du type parois qui isolent les sous-systèmes. 

Il est connu [18] que l'introduction des liaisons supplémentaires 
indépendantes du temps, compatibles avec un équilibre stable don- 
né x du système conserve la stabilité et ne fait que consolider l’équi- 
libre. Mais si x est un équilibre instable, ces liaisons ou bien le ren- 


dent stable, ou bien en diminuent l'instabilité. Si x est un équilibre 


d'un système sans liaisons surabondantes et z un équilibre de ce 
même système assujetti à des liaisons supplémentaires, les valeurs de 
(2.14) vérifient dans ces deux états l'inégalité 


p(z)< (2). 


On trouvera dans ce chapitre des algorithmes de résolution des 
problèmes de programmation linéaire dont l'idée directrice est de 
commander, par le truchement des liaisons redondantes, le trans- 
fert à l'équilibre des modèles physiques. On supposera satisfaites 
les conditions sous lesquelles les transformations correspondantes 
sont isothermes. Les chapitres suivants mettront en évidence l'effi- 
cacité de la méthode en programmation non linéaire et en économie 
mathématique. 

La propriété essentielle de tous les algorithmes de simulation 
physique et de liaisons redondantes est la convergence monotone 
des procédures de calcul itératives associées, propriété qui découle 
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des grandes lois de la nature, i.e. du premier et du deuxième principe 
de la thermodynamique (voir $ 2.2). La convergence des procédures 
de calcul qui ne sont rien autre qu’une mise en équation des phéno- 
mènes physiques dont le système est le siège, est garantie si 

1) les transformations du système physique, modèle du problème 
proposé, sont spontanées ; 

2) la suite des liaisons redondantes est cyclique et on essaie par 
cycle tous les degrés de liberté du système. 

La première condition exige que le système n'évolue que sous 
l’action des forces intérieures et extérieures nées du fait de remplacer 
le problème par son modèle, i.e. toutes les transformations se con- 
finent dans un champ de force défini par la fonction économique du 
problème d’extrémum qui s’interprète naturellement comme poten- 
tiel ou fonction de forces. La seule commande possible est donc celle 
par des liaisons supplémentaires indépendantes du temps qui pro- 
duisent des forces passives. Un système physique ainsi sollicité 
continue d'évoluer de façon spontanée selon les deux principes men- 
tionnés. Remplir la première condition, c'est en fait reconnaître la 
sagesse de la Nature et dire avec Jean Bernoulli: « Natura non ope- 
ratur per faltum. » Le seul effet des liaisons supplémentaires indé- 
pendantes du temps introduites est de décomposer un phénomène 
naturel en des composants susceptibles d’une description mathéma- 
tique simple. La seconde condition garantit la convergence vers la 
solution du problème modélisé de la suite d'états d'équilibre du 
système physique hyperstatique. 

Nous prions le lecteur de revoir la fig. 1.8. Ce modèle a pour 
paramètres d'état les coordonnées z,, ze, . . ., x, des tiges et 2m 
valeurs des pressions g£*” et qf” dans les volumes Vf*? et Vi’. Ces 
quantités sont reliées par les équations d'état d’un gaz parfait (loi 
de Boyle-Mariotte) 


qi vi? — qoV!*, PR — GoV{?, S — 1, cs M, (3.1) 
et par les conditions de volume constant 
VÉHEVOE= VHEVO, s—1, ..., m. 


Ainsi, en vertu des relations (1.16) et des équations d'état (3.1), 2m 
quantités g£'’ et qf? sont fonction des x,, ze, . . ., x, prises pour 
coordonnées généralisées indépendantes du modèle physique. On 
rappelle qu’à l’équilibre, £,, . .., &, des formules (1.16) sont sup- 
posés dépendant des zx;, z+, . . ., zh et que cette dépendance est 
définie par (2.33). 
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$ 3.3. Premier algorithme itératif pour les problèmes 
de programmation linéaire et les systèmes d'équations 
et d'inéquations linéaires 


On a montré plus haut (chap. 11) que le vecteur x (g,) d'équilibre 
du modèle physique (fig. 1.8) est un vecteur voisin de l'optimum pour 
le problème de programmation linéaire, les paramètres d'état indé- 
pendants du modèle étant soumis aux seules contraintes 


zx, > O pour i € V4. (3.2) 
Soit @Q1. @:, ..., Q, les forces généralisées associées aux coordon- 
nées généralisées x, ze, ..., z, Variables d'état du modèle, et 
Lys Los + + + Zn l'équilibre cherché qui réalise une partie des liaisons 
(3.2). Ainsi, 
zx; = 0 pour iENPE Na. 
Comme nous ne nous posons dans ce livre que des problèmes d'équi- 


libre ou des problèmes qui s’y ramènent, il est naturel qu'on utilise 
le principe des déplacements virtuels (Théorème 1.5). Aux termes 


de ce théorème, l’état x est un équilibre si et seulement si l'on véri- 
fie la condition 


D Quôr; <0 
=! 


pour tous les ôx,, ..., Ôr, tels que 


Ôr,>0 quand ie NP € M, (3.3) 
et 


D Qiôr; —0 si ôr, —0, ie Ni, 
i=1 
SN Qiôz; O0 si ôr; > 0 pour un indice iE N'. 
{=1 


Les quantités ôr; n'étant assujetties qu'aux contraintes (3.3) 
le principe des déplacements virtuels entraîne les conditions d'équi- 


libre 
Q;,—0 pour iEW:, | 
o { —0 pour x>0, iE€N:,! (3.4) 
<0 pour z,=0, iE Na. | 


On retrouve en fait les conditions (1.31)-(1.33) parce qu'on a évidem- 
ment 
m 


Q=pi— À was, i— 1, ...,n. (3.5) 


Ss= 
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Voici le premier algorithme. Soit 2° = (1%, ..., 1%) un 
état initial arbitraire du modèle avec les seules conditions (3.2). 
Recherchons l'équilibre du modèle physique à liaisons redondantes 


Zi, = Ti)’, i— 2, 3, ..., n, 


E, — min (2 aux, b,) pour s€ M4, (3.6) 


Ds, pour s€ M. 


L'état du modèle se définit par la seule coordonnée zx, et on aboutit 
facilement à l'équilibre. Soit x!” une coordonnée de l’état d'équilibre 
en cas des liaisons redondantes (3.6). On passe au problème non 
moins simple de trouver l'équilibre du modèle à liaisons redondantes 


— il) — (0) — 0) 
Ti— ZT; + La — ZT; , ... LIn = Lan; 


E — min (Cana + 2 anx®),b,}, sEM:, 
Ds, SE M, 


et ainsi de suite. La procédure de calcul se compose donc de cycles 
à nr problèmes unidimensionnels et elle fournit finalement le vecteur 
2) = (2), 30), ..., M), v étant le numéro du cycle. 
On demande la coordonnée r£°**? de l'état d'équilibre du modèle 
à des liaisons redondantes de la forme 
r$"+9 pour i—1Â, ..., &«—1, 
Li (v) . 
T; pour i—@+i, ..., n, 


a—1 
E — min {( 2. CAT > ar), b}s,€ M, 
8 im Î 


b,, S € M. 
Les conditions d'équilibre du modèle résultant alors de (3.4): 


v+i v+1) SU 
Qt", Te s La+is -: a) x 


= 0, at N,;, 
X! =0, a€N et T0, (3.7) 
D £0, «€ Na et 2500, 


On définit Q, en fonction des coordonnées si l’on substitue dans (3.5) 


les quantités wi, . .., Wm (2.32) exprimées par les écarts des con- 
traintes : 


. + Q+D 2 20) 
Us (z1 "Fe 24 . ) == 


(v+1) (V+1)  ,(v) 
= DT Il —— y, (x! 9 La : Tati) e ., 2). (3.8) 


6—06G80 


82 METHODE DES LIAISONS REDONDANTES ET ALGORITHMES [CH. INT 


Introduisons un n-vecteur ztv2)= (29%, ..., 2%) de compo- 
santes 


z(" œ) 


(3.9) 


. pour i=4, ..., œ—1, 
19 pour i=1, ...,n, 


et un vecteur E (69%, ,,,,20 9) à m composantes 


Go &) min (2 aux" ®,b,) pour s€ M, (310) 
b, pour s€ M. 


On se ramène alors à la recherche du vecteur d'équilibre xt +1) 
de coordonnées 


(v+1) _ 
EDEN D pour i—1,...,a, 
2) pour i=a—+1,...,n 


pour les composantes fixes de £,—E"%, A l'équilibre cherché 
donné par le bivecteur (zt"%+1), E(Y. &)) les écarts sont définis par 


n 
L L 2 1 , 
Us (x: æ+1), A 9) = 2 asiti a+ ) El en, S = 1, M, 
i— 


et on a par définition de zt®%) et ztv.a+1): 
, , +1 
g (ae, 9) = y (7000, ED) Lace (re 26), (3.11) 
S—1,...,m, 


où y, (xt 2), EU a), s — 1, ..., m, sont des composantes con- 
nues du vecteur d'écart à l'état initial pour le problème considéré 
(recherche de x +1), Portons (3.11) dans (3.8), il vient 


wo, (2640, EP 0) [us (200, EP) + un (aa — 2e), 
(3.12) 


et les conditions d'équilibre s’écrivent, conformément à (3.5), (3.12) 


et (3.7), 


mt 
Pa—Qo » Tac ya (xt 0, EL) — 
s=1 


m = 0, a € Ni, 
_ a° 
— (29920) % > TT 0, ae N,, 2+0>0, (3.13) 
#1 <0, œCN:, 2040 = (0. 


$ 33] 
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Introduisons les notations suivantes : 
Ye (rtvr 0), Etv, 01) = 2) 


Pa—% > TT (av: @), EC, @) 
+ = (3.14) 


On obtient à partir de (3.13) les formules pour la quantité inconnue: 
Ve (x: a), ec 2), a € Ni. 


Po(rto, VO ATP (ro), ENV, GE. 
(3.15) 


2040 = 


REMARQUE 1. Notons 
200) 7 (at. = Ÿ ant —b.. 
La définition 
pe (ae, EE) 2 Ÿ ae 9 0 


et les formules (3.9), (3.10) donnent 
Us CA a) Ev. 9) — Zs (x: a)) 1 [Zs (20: a))], S € M, 
z, (x(v@)), sCM:. 


La formule (3.14) se récrit donc 
LE (20: æ)) = 


AU 1 


[2 Te 2 z{v, &)4 EME > 


y n it 


(3.16) 


ie. W,(z(v 4) est indépendant des composantes du vecteur Ev:«). 
REMARQUE 2. On retient bien que la formule (3.9) entraîne 
a(von+1) = p(v+1, 1) 


égalité qui définit le caractère cyclique de l'algorithme. 
Les formules (3.15) jointes à (3.16) traduisent le premier algo- 
rithme itératif de résolution du problème général de programmation 


6% 


84 METHODE DES LIAISONS REDONDANTES ET ALGORITHMES [CH. III 


« 


linéaire. On norme la matrice || a,;|| de façon à respecter toujours 
les conditions 


lel=1+ 2 leul=e>1, s—1,...,m, (3.17) 
et les formules (3.16) se simplifient : 


— [LS Asa z{v. œ)4 [20 œ)j + ÿ aya 2% "] 
s=mi+ 


LA (x œ)) — zx) + ne , 


es o 
To » ai 
s=1 


avec q = o/a- 

Dans le cas p, = pes =... — ph —= 0, les formules (3.15) et 
(3.16) définissent un algorithme pour les systèmes d'équations et 
d'inéquations linéaires. Ecrivons les formules de récurrence pour 
certains problèmes particuliers d'algèbre linéaire. Il découle alors 
de (3.16) qu’on obtient avec cet algorithme une solution dont l’exac- 
titude est fonction du nombre d'itérations et ne dépend pas du 


paramètre @Qo- 


1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS ET 
D'INÉQUATIONS LINÉAIRES. Soit le système 


n 

« 

> Gsili —Ë, — 0, 
im 


<bs, SEM, 
z,>0, iC Mo, À us SEM. (3.18) 
On a toujours (3.15) avec 
DE ras [49] à Ta # Te 
y, (xt a) — 20) — a=1 - s=mi+ | 
aa 
2 Il as (| 
(3.19) 


et la matrice || &,;l| est toujours normée avec le respect de (3.15). 


2. SOLUTIONS NON NÉGATIVES DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES. 
Soit le système 


2 Gsili = Vs: s=1, M, (3.20) 


x >0, i=1,...,n. 
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L'algorithme considéré prend la forme 
200 2, (20 0) 1 [PQ (20 2))], 


(v) I as fl 
&—= 
Ye (x: a)) = La RE 
a 
S' sa 
1 |[a, || 
s=1 
a—i ñn 
+1 (v 
ee D aa À anal), 
i—= i=@ 


3. ALGORITHME ITÉRATIF DE RÉSOLUTION D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS 
LINÉAIRES. Soit le système 


n 

- 
2 Gaiti = ds S—1,...,n. 
1— 


L'algorithme s'écrit 


a+) = pe (x o), a—=1,...,n, v—=0,1,..., 


ou 


nl 


a 
ÿ sœ 2, (z(v œ)) 


y Il @s || 
a (00) = 18 — = 


LL 


REMARQUE FINALE. Les composantes du vecteur réalisable 
w (go, x") voisin de l’optimum se calculent par les formules (3.8). 


$ 3.4. Deuxième algorithme 


Les liaisons redondantes du type parois imperméables sont à 
l'origine d’un autre algorithme itératif pour les problèmes de pro- 
grammation linéaire. Leur différence essentielle avec les liaisons ho- 
lonomes est qu'elles séparent le système physique en des sous-systè- 
mes isolés. S'agissant de la vaste classe de systèmes dont les modèles 
physiques du présent livre, ces liaisons conservent le nombre total de 
degrés de liberté, mais ceux-ci se répartissent entre les sous-systèmes 
et le problème relatif à l'équilibre d’un système physique à liaisons 
redondantes du type parois imperméables se divise en plusieurs 
problèmes d'équilibre indépendants de taille modeste. Décrivons la 
méthode proposée. 
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Soit un système physique D dont l'état est défini par le n-vec- 


teur x — (x,, ..., x,) des variables extensives et le m-vecteur 
w = (W,, -.., Wm) des variables intensives (*). Supposons qu'on 
partage D en À sous-systèmes isolés D,, ..., D, par des parois 


imperméables de façon que l’état de D, soit donné par le vecteur (**) 
Zi» des variables extensives et le vecteur w,,, des variables inten- 
sives et x —= za) U Te VU. - . Ur, Si le système D est primiti- 
vement dans l'état x, w‘®, équilibre thermique et non pas mécani- 
que (**#), chaque sous-système conserve cet équilibre, et les va- 
leurs des variables intensives restent inchangées par définition 
(il en est également du potentiel thermodynamique de D). Dans un 
premier temps, on a donc * problèmes d'équilibre portant sur 
Di, +. ., Dy isolés. Soit (+1, wii), (x), un), ..., (ti, uX{1)) 
les vecteurs des variables extensives et intensives de ces sous-systè- 
mes à l'équilibre mécanique. @ étant une grandeur extensive [36], 
on est dans les conditions 


p (x, wt0)) — > Pa { (x, we), 
Pa (x, U\Q) > Pa D. We), QG — 1, .. k, 


1) (1) , (1) 
2)» - F8 W(x)) = 


= ce (za) Wa) <p (rt, ww), (3.21) 
œ = 


avec Pa (Ztar War) le potentiel thermodynamique de D, et œ celui 
du système D soumis à des liaisons redondantes du type parois im- 
perméables. Le signe d'égalité n'apparaît dans (3.21) que si (x‘°, w) 
réalise l'équilibre thermique et l'équilibre mécanique à la fois. 
On demande dans un deuxième temps les quantités uxtt) — 
= ( ur}, ..., ur), composantes du vecteur w des variables inten- 


sives du système D libéré de liaisons supplémentaires. On recherche 
uw) à l’ équilibre thermique pour le vecteur des variables extensives 


= OU x (D . U x) ayant ses composantes fixes. C'est 


le problème de maximiser l'entropie d’un système physique pour 
les valeurs fixes des paramètres extensifs 2, Ze, . .., x,, et l'on 
a évidemment l'inégalité 


1 th) i i i 
pért, wt)<p(rff}, wi), z(a), Win), ... zh) Win) LP (T0, w0), 
(3.29) 


(*“) En ce qui concerne les grandeurs extensives et intensives, voir $ 2.2. 
(**) Ici les parenthèses servent à différencier les vecteurs d'état d’avec 
les coordonnées des vecteurs initiaux x et w. 
(***) Cela veut dire que l'état (z%, w) vérifie les équations d'état qui 
relient les composantes de z% et wi. 
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qui ne devient une égalité que si (z‘%, wt®) et (x, wt) sont des 
états d'équilibre thermique et mécanique. 

Ainsi, notre version de la méthode des liaisons redondantes con- 
siste à générer une suite d'états (20, wt0), (zh, w), ... du 
système physique suivant laquelle le potentiel (2.14) décroît de 
façon monotone .et qui tend vers l'équilibre thermique et mécanique 


(x, w). Par conséquent, 
px, w)= min p(z, w)<op(r, wi) (rt, wtv-1), 
X, D 
p(x, w)=lime(z", w). 
V—00 
Reprenons le modèle physique du problème général de program- 
mation, dont les grandeurs extensives sont les coordonnées z;, . .., æh 
des tiges et les grandeurs intensives les pressions q!*? et q? dans 
les volumes V* et VT,s — 1, ..., m. Soit 2(0) un vecteur d'état 


initial quelconque du modèle (fig. 1.8) qui est astreint aux seules 
conditions 


29 >0, CN. 


Ceci étant, les quantités E!°, . . ., E® se définissent par les formules 


ECO) — min ( > asit$””, D s) pour sC M, 
b, pour sC M, 


et il y a entre les pressions g{*°’ (x"°), qf? (x"®) et les volumes 
V®#, V{ les équations d'état de Boyle-Mariotte 


vis Pt) 


D (0) = Gp: H'(V)=Dp my (8.23) 


s—1,...,m, 


où, conformément à (1.16)-(1.17), 
VS = V7] a, ||, (3.24) 


Vi (0) = Lal+ D auxf Et, (3.25) 


VO (ao) =1lla,(|— D ax HE, (3.26) 
i=1 
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ou encore, dans les notations du $ 2.3, 


l a, A | z{0) . S M 

vue) = {| Ia 1 + ' [25 ] CM: 
la. || + 3 se M, 

men {NI iun. 1e 
‘ l||a,||— 2°, sE M, 


nl 

(0) __ 0) — 

Z = À as: TS — b,, s—1, ...s M. 
1= 


On introduit à l'équilibre thermique (isothermique) x" des 
liaisons supplémentaires sous forme de parois imperméables entre 
V® et V{ et on considère n problèmes à une variable qui portent 
sur l'équilibre des sous-systèmes isolés. L'état du bloc à (fig. 1.9) 
est évidemment défini par la seule coordonnée zx; avec la condition 
z,20 quand iE V,. Soit x”, i — 1, ..., n, les coordonnées des 
états d'équilibre des nr systèmes partiels obtenus par introduction 
desdites liaisons. 

Il n’y a entre les conditions d'équilibre du bloc ài et les conditions 
(1.31)-(1.33) qu'une seule différence, à savoir les pressions gl}, 
qg;” dans V’, V{ isolés diffèrent avec l'indice i. Dans les deux 
cas possibles de iE N,etiEN,, la i-ème tige est à l'équilibre sous 
les conditions 


2 au(g—gt)—pi=0, iEN:, (3.27) 


—=0, 950 


S si (g5:? all a — 0 


s= 1 


| EN: (3.28) 


Les valeurs des pressions dans les volumes isolés V5’, Vi sont 
liées à l'équilibre aux coordonnées de 2‘? par les équations de Boyle- 
Mariotte 


vo (zx) qi}? (x) — vo (x) qi? (z®), 
VS (x) q\;? (x) — v® (x (0) q}? (z'0), 
d'où 
V) (z(0)) ge ) (x(0)) vo (z(9)) gr) (z(0) 


(=) 1)) _ ntt) | SL EL A PR 
qui (a) — qu (2°) = VE (20) VE (zx) 


Utilisons les formules (3.23)-(3.26) et introduisons la notation 


Wei (2) = que (2x) — qi (2), 
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il vient au bout de calculs simples 


Ws (x) = 


Bye (x0)-H]] as |f (x —207)] — lys (29) z{0 70) 
| 20 la | [— (2H II IT as [PP — y5(2)] ’ 
si > 0, 
= D Aya (0) 1 88 | (eg (0) aa (3-29) 

| le one Fer 

{ Est << 0. 
Posons comme dans le paragraphe 2.3: 

l F— 

Jo — 5 Jo: 


es 


portons qg, dans (3.29) et passons à la limite pour L  +oæ,ona 


Go CE Le T + (zi”? — T ) |, Œsi >0, 
Ds; (x) _ Ya (xt 0)) (1) (0) 0 
Go TEA — (xi — T\ )|, Gsi LU, 
et les conditions d’équilibre (3.27)-(3.28) prennent la forme 


m 


q ü 2 Tr de) + 


m = 0, iC M, 
+ (2) D ut-n| = 0, #70] IEN> (3.30) 
Z>0, x = 0 


s= 1 


Résolvons par rapport aux inconnues x, ..., zx: 


m 
— G. si 0) 
Pi— do Di Tag () 
| 


S— . . 
= D ————— , iEN,, iEN:, x > 0, 
o > l'as 
s= 1 
(1) 
Ti m 
Pi — Go ÈT Il ay T Us (zt9) 


l % Ÿ | asi | 
s= À 
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Désignons par Q; (1°) la fonction d'état initial 


m 
< dsi 
_ —————.— (0) 
Pi do D Tag 
Q, (20) = 0 


ON 
Jo >» | asi | 
s—=1 


et établissons les formules pour calculer les coordonnées 2‘! (Go) 
de l’état d'équilibre du modèle physique de (1.20)-(1.21), qui com- 
porte des liaisons redondantes du type parois imperméables : 


x) — 
Ti 


G2; (x®), iE Ni, 
E Q; (x) 1[Q, (x0)], ie Ne. 


Les relations 


Zs1 [zs]; sCM:, - 
= z, SEM, L= 2 Gsiti — Ds, s = 1, 2,...,m, 


nous conduisent à l'expression suivante : 


Q, (x 0) = 7° + 


m 


Gai 
nR[S 7 m2 GO) 1 1 eo 2 page] 


+ ñ 
Go D | asi | 
s=1 


On prend l’état obtenu pour état initial du modèle libéré de 
liaisons supplémentaires et on continue la procédure si bien qu'on 
aboutit aux formules pour les coordonnées de l’approximation sui- 


vante z'® de l'équilibre cherché z (do) : 
(2) | Q,(x®), A) 
3 Q:;(z0)1[Q;(x)], EN: 


Ainsi, les formules de récurrence du deuxième algorithme sont 
de la forme 


(v+1) G2; (x), iCN:, 
É Q, (20) 1(Q (M), 5€ Na, 
v=0, 1, 2, .. 


(3.31) 
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où 


Q, (2) = 287 + 


(xtv) V) - 
n-R[ STE 28 (2) 1 [zs ( HZ Ta TE EL ») | 


PE RE —* 


Les approximations successives du vecteur w (g) des variables 
intensives du modèle en équilibre sont générées par les formules con- 
nues (voir $ 2.3) 

2, (20) 1{z (zM)], SEM, 


g Ta (3.32) 


ur" (o) — 
Tr CE ), SEM, 
“Lo 1, 2,... 


Rappelons (8 2.6) que le vecteur z (do) des variables extensives 
du modèle physique à l'équilibre mécanique : 


z (90) = lim rt) (go), 


est un vecteur irréalisable voisin de l’optimum du primal et que le 
vecteur w (q,) des variables intensives du même modèle à l'équilibre 
mécanique : 


w (Qo) — lim uv) (Go): 


est un vecteur réalisable voisin de l'optimum du dual. 
Prenons le dual (1.22)-(1.23) pour problème primal et raison- 
nons comme ci-dessus ; on obtient facilement les formules de récur- 


rence qui génèrent la suite w®, wth, ux2, ..., 
+0 | L Sen . SEM (3.33) 
8, (0) 118, (wM)], se MW:, 
avec 
8, (WC) = 8° + 
+ [ DE re + > - CRE CTI 


ge, 
Jo » |'asi | 
i=1 
(3.34) 
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m 
le = 1+ 2 | As: F 


m 
ma 
Ci (wCV) — Pi— 2 aus” ? 
= 
w®” étant un m-vecteur arbitraire à part qu’il vérifie les conditions 
w$>0, S € M, 


La suite w®, ut, ,.. tend évidemment vers w (q,) (w (qo) = 
= lim w{W), vecteur irréalisable voisin de l’optimum du problème 


(1.22)-(1.23), et les formules 
TT: & (Go). EN, 


I a T bi (w (go)) 1 LG (w (G))l, iE No, 


Z; (Go) — 


(3.35) 


qu'on tire de l'équation d'état des gaz parfaits, définissent un vec- 
teur réalisable voisin de l’optimum du problème (1.20)-(1.21). 
Les relations (3.31), (3.32), (3.33), (3.35) permettent de calculer 


les composantes des bivecteurs (x, w), (x, w) voisins de l’optimum de 
deux problèmes associés qui respectent les conditions du Théorè- 
me 2.6 ($ 2.6) et d’encadrer la valeur optimale des fonctions écono- 
miques du primal et du dual. 

Avant de terminer ce paragraphe, nous voulons appliquer le 
deuxième algorithme aux problèmes d’algèbre linéaire du $ 3.3. 


1. ALGORITHME DE RÉSOLUTION DU SYSTÈME D'ÉQUATIONS ET D'INÉQUA- 
TIONS LINEAIRES (3.18). Dans ce problème p, = ps =... —=p, = 0 


et la solution exacte s'obtient pour q, positif quelconque par les 
formules (3.31), où 


Q, (at) = 25) — 
m1 m 
st, AV) 42. (UN) _Gsi (v) 
2 Tag ee 1 Les GONE 2 Dre) 
A—= s= mm Û 
_ : , (3.36) 
D ]asi | 
s=1 
i—1,2,...,n; v—0, 1,..., 
x‘ étant un vecteur arbitraire tel que xf° > 0, i € M. 


2. SOLUTIONS NON NÉGATIVES DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 
(3.20). L'algorithme résulte de (3.31) pour m, = 0, rm, = 0, p, = 
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= De =... = Pn = 0: 
240 LQ, (O1 (MN, i=1,...,n) v—=0,1,2,..., 
où 
Get (v) 
D Iasil 2 (20) 
Q; (zx) — 20 Ed , 


m 
> |asi | 
s—=1 


le vecteur 2° étant non négatif quelconque. 


3. ALGORITHME DE I: ÉSOLUTION DU SYSTÈME D'ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 
LINÉAIRES 


[SE 


auti=bn Ss—=1,2,...,n. 


C2 


L’algorithme constitue un cas particulier de (3.31) pour m = n, 
N, = 9, M, = get s'écrit 
n 
sb, (20) 
D Ia |l s(& 7) 


(v) _ s=1 


10+9 — 7! 


nl 
ÿ | agi | 


s= 1 


i—1,2,...,n; v—=0,1,..., 


avec 2% un vecteur arbitraire. 


REMARQUES. Nous tenons à attirer l'attention du lecteur sur 
la différence essentielle entre les procédures de calcul décrites. Le 
premier algorithme est une technique de descente séquentielle : il 
consiste à calculer les itérées successives des coordonnées de l’état 
d'équilibre. Etant donnée l'indépendance des problèmes d'équilibre 
partiels obtenus par introduction des liaisons redondantes, le deu- 
xième algorithme fournit par contre toutes les variables d'état 
du modèle par recherche simultanée de toutes ces coordonnées. Il 
procède donc de la décomposition et le doit à la nature physique 
des liaisons supplémentaires utilisées. Nous verrons plus loin 
(chap. VI) que cette propriété des liaisons redondantes du type 
parois imperméables est à la base de la décomposition de gros pro- 
blèmes. 

On note l'intérêt que présentent les versions des deux algorith- 
mes pour le problème général de programmation linéaire 


Lo —> MmaAXx 
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ñn 
7 

2 asiti ds, sCM:, 

1—= 


n 

NT 

2 Gsili — Vs, SE M:, 
1—= 


LE 

À Piti—Zo=0, zr,2>0, iC N2. 

i= 

Ce problème admet facilement une interprétation physique et les 
formules correspondantes se déduisent sans difficulté. 

Dans certaines formes de ces algorithmes on essaye les variables 
d'état dans l’ordre de décroissance des écarts des conditions d’'équi- 
libre du modèle à l'état considéré. Soit z(* un état donné du modèle. 
Il est naturel de rechercher l'équilibre en libérant (dans le premier 
cas) la variable qui maximise 


m 
| 2 dsiWs (zx) — Pi |, i JV, 
Ss= 


ou 


(2 asiVs (2) — p;) 1 [pi — 2 dis (x )I, x a MN, 


et on économise beaucoup de temps machine. 

Il nous reste à dire que les deux procédures de calcul conduisent 
à une suite maximisante qui tend vers une limite bien définie parce 
que l'introduction des liaisons redondantes a pour effet de générer 
une séquence de problèmes à une solution unique. S'il n’y a pas 
d’unicité, la limite dépend du vecteur initial et on recourt avec 


succès à la méthode de régularisation de Tikhonov [17] pour cons- 
truire un ensemble convexe de solutions optimales. 


$ 3.5. Réduction du problème général de programmation 
linéaire à une suite de systèmes incompatibles. 
Troisième algorithme 


Le modele physique d’un système d'équations et d’inéquations 
linéaires jouit de la propriété importante d'être un système réel 
que le système initial soit possible ou non. Il admet toujours un 
état d'équilibre avec cette différence que s’il y a compatibilité, son 
énergie de Helmholtz vaut O dans tout état solution du système, 
tandis qu’elle est strictement positive à l’équilibre dans le cas con- 
traire. Cette propriété des modèles physiques nous a permis plus 
haut ($ 2.3) de démontrer des théorèmes d’algèbre linéaire. 
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Le présent paragraphe propose une autre procédure de calcul 
pour les problèmes de programmation linéaire, qui consiste à géné- 
rer une suite maximisante dont les termes sont les vecteurs d’équi- 
libre des modèles physiques des systèmes incompatibles. Son grand 
avantage est que les vecteurs sont indépendants de la grandeur de 
Go, Ce qui nous évite de choisir une suite de valeurs croissantes de ce 
paramètre. 

Soit B‘° un nombre tel que 


n 
« 
Bo >max À per 
1= 


dans le domaine défini par les contraintes du problème de programma- 
tion linéaire. Sa recherche s'avère en général facile et on pose 


po À per Go 


avec z (q) un vecteur d'équilibre qu’on obtient par le premier ou le 
deuxième algorithme pour une valeur de % (*). 


On demande l’équilibre du modèle physique du système d’équa- 
tions et d’inéquations linéaires 


à 


(0) 
ait LP”, s—1,...,m4, 


po : (3.37) 
Gsitj — Ds ? s— mi +1, ..,)Mm+#1, 


sem 


zx, >0, iE No, 


Am+1, 1 = Pi i— 1, 2, cs D, 
0 0 0 
Op, s—1,..., m, bD,1 = pO. 


n 


Si B° > max > Piti = D pix*, le système (3.37) est incompatible 
=1 


et l'énergie de “Helmholiz de son modèle en équilibre est stricte- 


ment positive. On définit le vecteur z (b®) 1) (**) d'équilibre du modèle 
par le premier ou le deuxième algorithme. Dans le premier cas, on 


(*) 11 y a intérêt à choisir un q, petit parce qu’on se contente alors d'un 
nombre faible d'itérations, i.e. d’une approximation grossière de Fr (go). 
(**) Dans la suite les systèmes de la forme (3.37) ne différeront les uns 


des autres que par les valeurs du paramètre bp), si bien que le vecteur d'équi- 
libre x est fonction de ce paramètre seul. 
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a une formule analogue à (3.15), 
w+n _ [Ya (00), aeN 
La = 0 0 (3.38) 
We (r0@) 1 [PE (20 0)], & € No 
où, conformément à (3.19), 
(0) EM ®) — 20) — 


M, m+i 
Asœ__,(0) (ve @)) 4200) f,tv. a) z(0) 7(v, @) 
2 Te s | 1 | 2 Ta 1 
m+ 1 ° æ , 


a 


2 sœ 
Il as | 
2(0) (2° a) — > ant gp +n D > a, 28) — pt). 


s—=1,..., m+t. 
Les formules du deuxième algorithme imitent (3.31): 
20 +0 { 9 (z D), iEN:, 
Q{0) (x }) 1 (C0) (x %)}, EN. 


où, par analogie avec (3.36) 


(0 v 
Qf° (2°) = 
M m+i 
» “si [ ON(20) 1 20) (x) + > Tr z(0) (x) 
MN si | m4 
TT m+ 1 , 
D | si | 


sæ= 1 
0 nn 
v (v 0 
200 (20) = 21 8: 12) — DO), 
On montre que si b1>> D pix#, alors x (b%2 1) n'est pas un vecteur 


réalisable du problème de Drogrammation linéaire et il vérifie de 
plus la condition 


> À à purs bn+1)> 2 Ÿ 2 Pité. (3.39) 
En effet, l'énergie de Helmholts du modèle physique de (3.37) est 


une fonction convexe continüment dérivable qui égale la somme de 
l'énergie de Helmholtz du modèle du système compatible (2.23) 
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et celle du modèle de l'équation 


n 


2 mt, 1tt = bm1. (3.40) 


Etant donnée la vacuité de l'intersection de l’ensemble de solutions 
réalisables du problème et de l’ensemble de solutions de (3.40), 
l'énergie de Helmholtz du modèle de (3.37) est partout strictement 


positive et atteint son minimum en z(b%,;), point en lequel les 
gradients non nuls des composants indiqués de l'énergie de Helm- 


holtz sont de même module et de signes opposés. D'où la condi- 
tion (3.39). 
Une fois les composantes de z (b®2),) calculées, on aborde le 


problème de rechercher l'équilibre du modèle physique du système 
incompatible 


DantiLba, s—1,..., nu, | 
i=1 
(3.41) 


2'auri bi, s=mi+1, .., m+i, | 
zx >Z0, EN, 


Am+1, : —= Pi i= 1, 2, n ; 
bp = b,, s= 1, ss M; Ds = ÿ Piti (CME 


Si z(b{};) est cet équilibre, le système du problème suivant ne 
diffère de (3.41) que par le second membre de son (nr “+ 1)-ième 
équation : 


bi = 2 Pit (br) - 


La suite est évidente et x (b%),), x z (b4)1), ... converge de façon 
monotone en norme définie positive des écarts qui a le sens de l’éner- 
gie de Helmholtz du modèle. Ceci étant, on a évidemment 


ss > Ones > bus > - 
On démontre aisément par l’absurde que 


lim 2 (mu)=2*, lim = > Pix. 
400 


La fig. 3.1 illustre l'algorithme proposé. 
7—0680 
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La méthode de réduction décrite permet également de résoudre 


ER , 
(PX)= DE? T (ba) 
(PX)= bi} T{bf) 
(px) = b{? Z(bmr) 
Fig. 3.1 


le primal et le dual à la fois. En effet, le modèle physique du système 
incompatible 


Danr <br, s=1,..., m, 
S 3.42 
D'aur=b, s=m+1,..., m+1, G:42 


z, >0, iEN:, 
est en équilibre dans les conditions 


à au + pute) —0, iEN:, 


m+1 


mn 


_ _ —0, x% 0, 
au + na { 7% 1070 en 
ur <0, x) = 0, 


ua) —=0, z, (za) < 0, 
>0, z,(:®) 20, 


7) — Z z (b@)), na) — D uw (b°S), 


1, 0)= À ann O2) 0. 
1 
L’incompatibilité de (3.42) entraîne évidemment l'inégalité 
wa), << 0 
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pour tout & entier naturel positif. Divisons les conditions d'équilibre 
par | w®),| positif et introduisons la notation 
ua) 
ua = —, (3.43) 


| wa) 


il vient les conditions d'équilibre 


m 
> asw(@)— p; = 0, iCM:, 
s==1 


de _ (æ) 
Dante — p, 0x 70 IC Ne, 
s= 1 <O0, zf® = 0 
ua) { —= 0, Ze (7) T 0, s € A 
Z>0, z.(r0)) > 0, 


analogues à (2.58)-(2.60). 


Ainsi, les composantes du vecteur réalisable w{&) voisin de l'op- 
timum du dual se calculent, selon (3.43), (3.32), par les formules 


pee = Lemul GONG ON 524, m, 
° las | |2m+1 (2) | 
— (3.44) 
Da) — Îema || 2e (20) s=m+i,...,m 
s as 2m G®)] pro? 
où 
nl — n 
lame 1+ ÉTPel 2m GO) À pics — bris 
et on a, par suite du Théorème 2.6, l'estimation 
a) > À bu > > b,u? = à Pit? (3.45) 


D'autre part, les formules (3.44) donnent sous la condition (2.95) 
la solution exacte w* du problème dual. Si cela a lieu pour une 
valeur & = «*, on pose 


me 
Dm+i = à b,w 
8—= 


et on obtient, par suite de (3.45), un système compatible de la for- 
me (3.42) qui a toutes ses solutions dans l’ensemble de solutions 
optimales du problème original de programmation linéaire. 
L’estimation (3.45) montre qu’il est possible d'accélérer la con- 
vergence de l'algorithme décrit au début du paragraphe, ce qui exige 
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évidemment que la suite ph, bi, ... soit définie par la formule 
m 

pat = 2 bu. (3.46) 
s—= 


Ceci étant, il existe un voisinage borné de la solution optimale (ou 
de l'ensemble de ces solutions) qui vérifie (2.95), l'algorithme est 
fini et il s'arrête en donnant un bivecteur optimal (x*, w*) du couple 
de problèmes duals. 


EXEMPLE. Considérons le problème 
f(x)=3ri+ rt 2rs+3r,+ 25 + 276 + 927 — min, (3.47) 


2x, + 3T3 + 27e > 10, 
4T2 +3Ts+ Le >4, 
Lo + ©5Ta +4ts + 1:2>2, (3.48) 
3t: + 2x, + 37e >, 
213+4%x + 3z;2>3, 


x, >0, i—=1, .., 7, 


auquel est associée une suite de systèmes d’inéquations linéaires de 
la forme 


2x, + 3x: + 2ts > 10, 
ATXo +3tzs+ Ze >4, 
Lo +93 + 4xs + 222, 
37: + 27, + Te >, (3-49) 
27: +47, + 31:23, 


— Fr, — 2x2 — 213 — 32, — rs — 226 — 5x. >), 
x, >0, i—1,..., 7. 


x = O0 est évidemment un vecteur irréalisable et ÿf (0) = 0 <<, 
< f(x*) = min f (x) dans le domaine (3.48). On pose donc b® — 0 
b =f (20), ..., b — f(x), où xl est le vecteur d'équilibre 
du modèle physique de (3.49) pour bp) — 0, x* son vecteur d'équi- 
libre pour b% — f(x *-h,) et ainsi de suite. Les coordonnées du 
vecteur d'équilibre du modèle physique de chaque système (3.49) 
sont données par les formules (3.38) avec une précision soumise à la 
contrainte 


max | 260041 107, (3.50) 


v étant le numéro de l'itération. La condition 
[oR+ D 26) L10" (3.51) 
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a été acceptée comme critère d'arrêt de l'algorithme de résolution 
du problème original (3.47)-(3.48). Notons v* (œ) le nombre d'ité- 
rations nécessaires pour calculer le vecteur d'équilibre à (3.50) 
près. Ci-dessous la table de \* (œ) pour notre exemple: 


v*(a)| 40 39 34 


Ainsi, une solution approchée qui vérifie (3.50) s'obtient en 192 ité- 
rations. Voici cette solution: 


2* — (0,3-.10-1; 0,583325 ; 2,222167 ; 0; 0; 1,66691 ; O), 
f (x*) = 8,3611136 
et voici la solution exacte: 
Zopt = (0; 0,583(3); 2,2(2); 0; 0; 1,66(6); 0), 
{ (&opt) = 8,361(1). 


CHAPITRE IV 


PRINCIPE DE LA LIBÉRATION 


« .… la physique ne nous donne pas seule- 
ment l'occasion de résoudre des problè- 
mes ; elle nous aide à en trouver les moyens, 
et cela de deux manières. 

Elle nous fait pressentir la solution; 
elle nous suggère des raisonnements. » 


Henri Poincaré 


$ 4.1. Introduction 


Mathématiquement, le problème relatif à l’équilibre d'un système 
mécanique à liaisons parfaites (i.e. sans frottement) bilatérales et 
unilatérales dans un champ de force conservatif est équivalent au 
problème général de programmation mathématique. D'autre part, 
tout problème de maximisation avec contraintes s'interprète comme 
la recherche de l’équilibre d'un système mécanique dans un champ 
de force conservatif défini par la fonction à maximiser, et les con- 
traintes égalités ou inégalités s’assimilent à des expressions analy- 
tiques des liaisons bilatérales ou unilatérales imposées au système. 
Il est naturel, dans cette approche, d’asseoir la théorie et les métho- 
des de résolution sur les principes fondamentaux de la mécanique 
analytique qui sont, en ce qui concerne les problèmes d’extrémum, 
les déplacements virtuels et la libération, i.e. les fondements de la 
mécanique analytique de Lagrange. 

Le présent chapitre examine diverses mises en œuvre du principe 
de la libération (*) et les méthodes de résolution qui en découlent 
pour la programmation mathématique. Ce principe affirme grosso 
modo la possibilité de considérer isolément une partie d’un système 
à condition d'introduire des forces extérieures pour tenir compte 
de ses liaisons avec les autres parties. S'agissant de systèmes méca- 
niques, c'est la possibilité de substituer aux liaisons qui gênent le 
mouvement les forces produites par les liaisons imposées. Ces forces 
s'appellent forces de liaison (réactions). Leur grandeur, direction 
et point d'application sont définis par la condition que le mouvement 
libre ou l’équilibre d'un système astreint à des forces actives et à des 
forces de liaison vérifie à tout instant les conditions de liaison. Les 
liaisons imposées à un système de points matériels s'expriment en 
général par des relations analytiques entre les coordonnées des 
points. Des liaisons sont dites bilatérales dans le cas de relations 
égalités et unilatérales s'il s'agit d'inégalités. 


(*) Certains auteurs emploient le terme «principe de fractionnements. 
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L'auteur de la Mécanique analytique s'appuie sur le principe des 
déplacements virtuels (Théorème 1.5) sans insister sur le rôle excep- 
tionnel de la libération. N’empêche qu'il l’a en fait énoncé en di- 
sant : « … chaque équation de condition est équivalente à une ou plu- 
sieurs forces appliquées au système, suivant des directions données, 
ou, en général, tendantes à faire varier les valeurs de fonctions don- 
nées ; en sorte que l’état d'équilibre du système sera le même, soit 
qu’on emploie la considération de ces forces, ou qu’on ait égard 
aux équations de condition. 

« Réciproquement, ces forces peuvent tenir lieu des équations 
de condition résultantes de la nature du système donné; de manière 
qu'en employant ces forces on pourra regarder les corps comme en- 
tièrement libres et sans aucune liaison (*) [38]. Bertrand a été le 
premier à apprécier ces paroles de Lagrange à leur juste valeur en 
disant, « Cette proposition importante a la même généralité que le 
principe des vitesses virtuelles, et elle est souvent d’une applica- 
tion plus commode » [38]. 

En effet, si le principe des déplacements virtuels permet d'éli- 
miner dans les conditions d'équilibre les réactions inconnues des 
liaisons parfaites, la libération s'avère par contre la mieux indiquée 
pour trouver ces réactions. Mais dire que le second principe peut 
suppléer le premier, c’est mal comprendre Bertrand. Le principe 
de la libération constitue un complément si précieux des déplace- 
ments virtuels qu'ils constituent à eux deux l’assise de l'édifice 
de Lagrange. Le principe de la libération s'applique sous plusieurs 
formes et nous en étudierons certaines dans ce chapitre, ainsi que 
leurs débouchements éventuels sur la mécanique et la théorie de 
l'optimisation. 


$ 4.2. Méthode des coordonnées généralisées 


Nous commençons par deux procédés dus à Lagrange même 
(méthode des coordonnées généralisées et méthode des multiplica- 
teurs). Soit un système mécanique de W points matériels M,, M,, . .. 

, Myret soit (£;, n:, Ga) les coordonnées du point M; et F,, ... 

, FY les forces appliquées aux points correspondants. Considé- 
rons le cas où le mouvement du système est soumis à des liaisons 
exprimées par les équations de condition 


Ps (E M1 Cr 1 En: NN Cn) — 0, S — 1, ss M. (4.1) 
La condition d'équilibre générale qui traduit le principe des dépla- 


*) Les équaions de oonditioe de Lagrange sont des équations de liaison 
de la forme gt 1 Mur Cu - Enr Nr bw) = 0. Les forces qui tendent 
à faire varier les fonctions données p(E, n. ©) sont les forces de liaison. 
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cements virtuels, s'écrit [38]: 


N 
à (Fr ÔË: + Finôn: + Fisôbi) = 0, (4.2) 


les composantes ÔË;, ôn;, Ôbr, à = 1, . ... N, des vecteurs déplace- 
ments virtuels Ôr; étant liées par les égalités 


ù S (2 dE + ôni + ôt;)=0, s—1,..., m, (4.3) 
= 
qui découlent de (4.1). 

L'idée de la méthode des coordonnées généralisées est la suivante. 
Moyennant les équations de liaison (4.1) on exprime m coordonnées 
du système en fonction des 3W — m restantes ou, chose essentielle, 
SN coordonnées par nr — 3N — m variables indépendantes zx;, ... 

, TZ, quelconques. L'arbitraire quant au choix des x,, ..., x, 
permet de se conformer au mieux, dans chaque cas concret, à la 
nature du système. On a donné aux paramètres x,, ..., x, le om 
de coordonnées généralisées, el la méthode considérée joue si l’on 
peut exprimer par leur truchement chacune des 3N coordonnées 
des points du système : 


Es Eg (dns es Tnhs Mi = Mi (ans ce Zn), Gi = is (Æns + Zn), 


i-1,..., N. (4.4) 


La variation des x,, . .., zx, n’est soumise à aucune équation de 
condition et leur donnée définit complètement l'état du système 
mécanique. En coordonnées généralisées, la condition d'équilibre 
(4.2) s'écrit 


N n 
dE ôn dt 
ù > (F Ci-nÈE Fin + Fi 2e) ôta — 0 (4.5) 
i=1 a—1 
ou 
2 Qaôta = 0, (4.6) 


a—1,...,n, (4.7) 


sont les forces généralisées. 
On assimile zx, ..., x, aux coordonnées rectangulaires d’un 
point d'un espace n-dimensionnel que nous appellerons espace de 
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configuration. Dans la méthode des coordonnées généralisées on 
remplace formellement un système de W points matériels par un 
point de l’espace de configuration de dimension x et N vecteurs 
forces F1, ..., F\ à 3 dimensions par un #-vecteur force générali- 
sée Q (Q,, .. » Qn). Dans l'espace de configuration ainsi obtenu le 
système est représenté par un point libre, i.e. les variations Ôzx,, . .. 
..., Ôz, sont indépendantes et (4.6) entraîne r conditions d’équi- 
libre 


Qa —= 0, Œœ —= À, . …, À, (4.8) 


La méthode examinée est une mise en œuvre cinématique du 
principe considéré parce qu elle ramène la recherche du mouvement 
ou de l'équilibre d’un système matériel à liaisons dans un espace de 
dimension 3 au problème de trouver le mouvement ou l'équilibre 
d'un point libre dans un espace de configuration n#-dimensionnel. 

Que le système soit libre ou astreint à des liaisons et quel que 
soit le nombre de ces dernières, la notion d'espace de configuration 
s'avérera utile dans la suite. La représentation d'un objet mécanique 
par un système de points matériels et le recours à leurs coordonnées 
cartésiennes orthogonales en tant qu'aux paramètres d'état de 
l'objet ne sont des artifices commodes que dans des cas isolés. On 
indique en général les paramètres qui décrivent au mieux tel objet. 
Ce choix dépend ou non des équations de condition. Ces paramètres 
constituent eux aussi les coordonnées généralisées x,, ..., x, et 
leur nombre est 3W pour un système de V points matériels (ou infé- 
rieur à 3/V si, en passant aux coordonnées généralisées, on a utilisé 
une partie des équations de condition; ce sont en général celles 
qu’on élimine sans peine). Les équations restantes se conservent 
comme donnant les liaisons imposées aux coordonnées x, ..., zh 
du point représentatif du système dans l'espace de configuration. 
Les conditions d'équilibre s'écrivent par exemple dans ce cas 


> Q.Ôr, — 0 (4.9) 
s= 1 


avec les conditions 


> 267,0, a=1,..., m, (4.10) 


s=1 


qui découlent de @, (x, ..., æ,) = 0, œa = 1, ..., m. 

La méthode des coordonnées généralisées permet d'éliminer les 
liaisons si 1) les liaisons sont bilatérales, i.e. elles s'expriment par 
des équations de condition; 2) l'élimination des coordonnées par 
des équations de condition n’est pas laborieuse. 

L'avantage de la méthode est qu'elle réduit un problème de 
mécanique d’un système de points matériels à un problème analogue 
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pour un point matériel dans l'espace de configuration de dimen- 
sion nr et qu’elle permet de se libérer, compte tenu de cette réduction, 
d'une partie des liaisons bilatérales. 


$ 4.3. Méthode des multiplicateurs 


La méthode des multiplicateurs de Lagrange est une mise en 
œuvre dynamique du principe de la libération. Un procédé plus 
universel que le précédent, il l’est non seulement parce qu'il évite 
cette opération souvent si délicate qu'est l’élimination des variables 
par des équations de condition, mais aussi parce qu'il s'applique 
avec succès à des problèmes de mécanique des systèmes à liaisons 
unilatérales et non holonomes. La méthode des multiplicateurs se 
base sur deux hypothèses sous lesquelles elle joue justement dans 
les problèmes de statique et de dynamique des systèmes à liaisons. 
La première est celle de la rigidité des liaisons et elle signifie la 
possibilité de représenter ces dernières par des équations ou inéqua- 
tions de condition, i.e. les liaisons sont réalisées par des solides 
parfaits, des fils inextensibles, un liquide incompressible ou par 
d'autres modèles fortement idéalisés de corps réels. La seconde 
hypothèse a trait aux liaisons parfaites (sans frottement) : les forces 
de liaison sont toujours orthogonales à la surface décrite par une 
équation de condition ou par l'équation donnant la liaison donnée 
et le travail virtuel de cette réaction vaut donc 0. Cette hypothèse 
entraîne la colinéarité de la réaction de œ@(x,, ..., x,) = 0 au 
gradient de la fonction œ (x;, . .., x,) et, partant, la validité de la 
formule À = À grad œ (x,, ..., x,) pour la force de liaison À, À 
étant un multiplicateur de Lagrange. Les conditions d’équilibre 
des forces appliquées au point figuratif du système dans l’espace de 
configuration, dont le mouvement est astreint à vérifier (x, ..., Zn) 
Ps (Ts - -… In) = 0, s = 1, ..., m, s'écrivent alors 


Q= > R®—0, (4.11) 
a=1 
où 
RO = 90 grad Po (is -..s Ta). (4.12) 


On choisit les multiplicateurs A), . .., A”) de façon que RU), ... 
..., RÀ°°) garantissent les équations de condition. D'où le système 
d'équations d'équilibre 


Q,+ DA 0 st, ss D (4.13) 
a= 


Pa (Lis +. Tn) = 0, a = 1, cc...) M; (4.14) 


$ 43] METHODE DES MULTIPLICATEURS 107 


qui a n +m inconnues 2%, ..., Zn, À, ..., A9 et autant 
d'équations. 

Un cas très important est celui des forces motrices conservatives 
pour lesquelles il existe une fonction des coordonnées généralisées 
U (x, ..., z,) telle que 

oU 
QG s—1,...,n. (4.15) 
U (x, ..., z,) s'appelle fonction de forces et les égalités (4.13) 
traduisent. les conditions de stationnarité du lagrangien 


Lx, A)=U(rs,..., 2n)+ > Aa (Ti. En). (4.16) 


Selon Lanczos, les multiplicateurs de Lagrange mesurent les 
perturbations microscopiques des équations de liaison [40]. Dans 
cette interprétation physique, le second terme du lagrangien est la 
fonction de forces d’un champ microscopique engendré par ces per- 
turbations. La fonction L représente donc la fonction de forces d'un 
champ défini par les forces actives et les forces de liaison, et les 
conditions 


ôL —0, 


ÔTs 


S—1,..., m, (4.17) 


expriment un principe qui, selon le témoignage de Lagrange, a été 
proposé par Maupertuis sous le nom de Loi de repos (*). L'auteur de 
la Mécanique analytique l'a amélioré de façon substantielle en met- 
tant en évidence les états d'équilibre stable qui réalisent soit le 
maximum de la fonction de forces, soit le minimum de l'énergie 
potentielle Il (x, ..., z,) = —[L' (x, ..., x,). Ainsi, les équi- 
libres stables se définissent par 


max [U (zis ..., Zn) +2 Sp (ti, ..., Zn)) (4.18) 


ou par 
Max U (Ty, -.., Tn) 
x 


sur l'ensemble de vecteurs de l’espace de configuration qui satisfont 
à Ge cm) m0 ou ue . 

La recherche de l'équilibre de systèmes à liaisons parfaites uni- 
latérales données par 


Pa (x, 3 Tn) LO, &Œ — 1, es M, (4.19) 


(*) A notre avis, Lanczos est trop sévère pour Maupertuis (voir [40] ; aperçu 
historique), et quand il a attribué à ce dernier le principe de moindre action, 
Euler, une nature généreuse, compréhensive et modeste, a agi en homme juste. 
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s'avère plus compliquée. Les forces de liaison sont également coli- 
néaires aux gradients des fonctions associées 4, . . ., Pm, mais elles 
agissent dans le sens opposé, i.e. les multiplicateurs À®, ..., À 
ne peuvent être positifs. On note de plus quesila liaison p,(x,,...x,)< 
<0 devient une inégalité stricte à l'équilibre (x,,..., x,), la force 
qui en provient est forcément nulle (i.e. A°® — 0) parce que cette 
liaison ne gêne pas les déplacements virtuels. Ainsi, les conditions 
d'équilibre d'un système à liaisons unilatérales sont de la forme 


x a— 
m, 


Pa (Tir --. En) LO, &—1,..., 
1e | SO pour Pa(rss -.., En) = 0, 
, —0 pour Pa (Try, ..., Tn) 0. j 


(4.20) 


Si l’on place dans un cas plus général où le système est soumis à des 
liaisons unilatérales et bilatérales, le problème d'équilibre s’énonce : 


max ÜU(xz,,..., Zn) (4.21) 
sur l’ensemble 
o | 2] a (au an) | | (4.22) 


Avec la méthode des multiplicateurs, on le réduit au problème para- 
métrique de la maximisation sans contraintes du lagrangien : 


LO, a—1,..., mA, 
= (0, a—mi+i,..., m 


max {U(xs,..., 2) + D Aa (Zi... Zh)}, (4.23) 
x a== 1 


avec les paramètres À‘, ..., A9 définis par les conditions 


0 pour æa=1,..., m, 


Pa (s, .. Zn) { (4.24) 


we POur Po (Lis ++. Tn) = 0, 
—0 pour Pa (xs, ..-., Zn) L'0, 


Le problème (4.21), (4.22) constitue le problème général de program- 
mation mathématique et le modèle mathématique d’une vaste 
classe de problèmes d’optimum qui interviennent souvent en théo- 
rie et en pratique. On a vu qu'il équivaut à la recherche de l'équi- 
libre d’un système mécanique, si bien que les méthodes pour les 
problèmes de programmation mathématique doivent faire des em- 
prunts importants à la mécanique analytique. 


— 0 pour a=m,+1,..., m, 


| aœ—1,..., my. (4.25) 
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On termine ce paragraphe par le problème de programmation 
linéaire 


ax(Z pril Daur<b,, s=1,..., m). (4.26) 


L'interprétation mécanique en serait plus simple si l'on suppose 
les contraintes normées de façon que le gradient de chaque forme 


r 


linéaire 2 ait; Soit un vecteur unité. On y parvient en divisant 


1/2 


chaque inégalité par (> a’;)""”* correspondant, et le multiplicateur 
=1 


de Lagrange a son module égal à la force de liaison orientée suivant 
le gradient opposé de la forme linéaire associée. 
On a évidemment 


grad (2 Guiti) = (ass, -.., Gun), (4.27) 


Î.0. Ass + + - dy SOnt les cosinus des angles formés par le gradient 
et les axes de coordonnées de l'espace de configuration. Dans ce cas 
simple de liaisons linéaires unilatérales, (4.23)-(4.25) entraînent 
les conditions de maximum 


pit D Nas 0, i=1,...,n, (4.28) 
s= 1 


0 €0 pour (aa) = bn 7 

—0 pour (a,x) <b,. 
La force R‘ produite par (a,x) <b, a pour composantes les quantités 
Mas; Nos +. Ag et on a | R[—]|A®] en vertu des conditions 


(2 D) a) *— 1. 


 Désignons par p = (P1r - + +» Pn) le vecteur force active; le 
système (4.28) s'écrit vectoriellement 


p+ 2 R° = 0. (4.30) 


Les conditions (4.29) ne signifient que la nullité des réactions des 
liaisons libérées à l'équilibre. Par identification de (4.28)-(4.29) 
avec les conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité (1.31)- 
(1.33), on a À = —uw*. Si l’on accepte pour direction positive 
celle de la normale intérieure à ®, (x,, . .., x,) — 0, dont les coef- 
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ficients angulaires sont —@,], —Gsn, + - «, —@yn, alors les multipli- 
cateurs de Lagrange deviennent non négatifs et les forces de liaison 
coïncident à l'équilibre avec les 
composantes du vecteur optimal 
du dual de (4.26) (fig. 4.1). 


$ 4.4. Liaisons élastiques. 
Méthode de pénalisation 


Selon Lagrange, les équations 
de condition (équations de liai- 
son) résultent de la nature du 
système mécanique et l’un des 
pères de la mécanique des systè- 
mes déformables n'ignorait certes 
pas que dans la nature les liai- 
sons sont réalisées par des corps 
déformables, les équations de 
condition exprimant les seules 
propriétés géométriques des liai- 

Fig. 4.1 sons non contraintes. La mé- 
thode des multiplicateurs, un 
des plus grands succès de Lagrange, est devenue un pilier de la 
statique, de la dynamique, de la théorie des maxima et minima, du 
calcul variationnel. Ce n'est que beaucoup plus tard qu'on a vu 
ses inconvénients pour les problèmes pratiques. Ses difficultés d’or- 
dre technique (numérique) et analytique proviennent de l’une de ses 
hypothèses fondamentales (voir $ 4.3). Lorsqu'il a voulu légitimer 
la méthode de Rayleigh-Ritz et tourner à cette fin une difficulté 
de principe due à la même hypothèse [23], Courant a eu une idée 
qui devait recevoir le nom de méthode de pénalisation. Sur le moment 
on n'a pas pris conscience de sa substance physique que le problème 
étudié par Courant a cependant laissé entrevoir et la méthode est 
restée pour longtemps un procédé d’approximation pour les problè- 
mes d'extrémum lié. Or, la pénalisation constitue une mise en 
œuvre du principe de la libération et son élaboration est un événe- 
ment tout aussi important que celle de la méthode des multiplica- 
teurs encore que ses débuts n'aient pas été si faciles ni si éblouissants. 
Mais cette différence est visiblement due au génie et à l'autorité de 
Lagrange. 

On renonce donc à la rigidité des liaisons qui seront supposées 
élastiques, i.e. réalisées par des corps élastiques déformables. Si le 
système est en évolution ou en équilibre, les liaisons se déforment 
et les réactions sont définies par les forces actives et les propriétés 
d’élasticité des corps physiques qui réalisent les liaisons. En plus 
d’une équation donnant la forme de la liaison non contrainte, on 
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doit évidemment connaître la loi qui gouverne la dépendance de la 
force élastique produite par la réaction par rapport à sa déforma- 
tion. Prenons comme exemple le problème ($ 4.3) relatif à l’équi- 
libre d'un système dans un champ qui admet la fonction de forces 
U (x, ..., æ,) soumise aux liaisons élastiques 


Ps (Tu - --, In) = 0, Ss—=1,..., m. (4.31) 
La valeur de la fonction , (x,, ..., x,) au point (x,, ..., x,) 
définit la grandeur de la déformation de la liaison à l’état (x,, . . ., x,). 


Admettons que les propriétés physiques du corps réalisant la liaison 
élastique déterminent la relation linéaire entre la force élastique 
produite par la réaction et la déformation. La liaison élastique 
engendre alors un champ dont la fonction de forces a la forme 


— HE QE (ais. En): (4.32) 


k, > 0 étant le coefficient d'élasticité. 
Les liaisons élastiques dans leur ensemble engendrent un champ 
de forces de liaison qui se définit par 


Dr... En) = — + D HiPE (4, En). (4.33) 
s=i 
La quantité 
E (z, ..., tn) = —®O (x, ..., æ) (4.34) 


est l'énergie potentielle de déformation des liaisons à l’état 
(tx, - « -, Zn). Il résulte de (4.33) les formules pour les composantes 
du vecteur force de liaison généralisée 


80 Ç 29, 
R=T= — D kPa (T1 + +.» Tn) Fe | (4.35) 


s=1 


L'état d'équilibre est réalisé dans notre exemple par le point x de 
l'espace de configuration, qui est défini par la condition 


max (U + ©) (4.36) 
ou (le maximum étant libre) par le système d'équations 
Ô . 
7x (U+®)=0, i—1,..., n; 


qui signifient qu’à l'équilibre la somme de l'énergie potentielle 
des forces actives et de l'énergie de déformation des liaisons repré- 
sente un minimum libre. Notre problème s’est donc avéré notable- 
ment moins ardu que la recherche de l'équilibre d'un système à liai- 
sons rigides. 
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La nouvelle mise en œuvre du principe de la libération a ceci de 
particulier que les liaisons sont remplacées non pas par des forces dont 
les points d'application vérifient les équations de condition, mais par 
un champ de force produit par ces liaisons. 

Faisons la substitution k, = %x,0 dans (4.32), (4.33), (4.35) et 
faisons tendre le paramètre o vers +, il vient les formules limites 
suivantes pour les multiplicateurs de Lagrange : 


A = — lim x,0w, (x (0)), (4.37) 


avec x (o) un vecteur d'équilibre. 
Il en découle lim q, (x (0)) = 0. 


. C—+00 

La méthode de pénalisation (voir $ 2.5) découle donc de la mise 
en œuvre étudiée du principe de la libération, où l’on élimine, en 
plus des liaisons, l'hypothèse de leur rigidité. Non seulement l'énoncé 
du problème d'équilibre ou de maximisation avec contraintes ne 
perd alors pas sa généralité, maïs encore celle-ci augmente. En effet, 
il comprend, en plus des équations de condition qui engendrent le 
champ de forces des réactions, le vecteur paramètres d'élasticité 
des liaisons. La méthode des multiplicateurs devient un cas limite 
du modèle avec une augmentation indéfinie des paramètres. On 
note en outre qu’il existe une vaste classe de problèmes importants 
où les paramètres d'élasticité des liaisons sont choisis quelconques 
dans certaines limites, i.e. ils jouent le rôle de paramètres de com- 
mande. Cela conduit à des problèmes d'optimisation où les états 
et les processus sont commandés aussi bien par des forces extérieu- 
res que par celles intérieures. Comme cette forme du principe de la 
libération correspond à l’élasticité réelle des liaisons économiques, 
on comprend son rôle de premier plan dans la modélisation de systè- 
mes économiques, fait que nous avons déjà noté dans l’Avant- 
propos. 


$ 4.5. Discussion 


Que le lecteur ne pense surtout pas, après avoir lu le précédent 
paragraphe, que l’auteur nie l'existence de liaisons rigides réelles. 
En réalité, certaines équations de condition expriment des lois de la 
nature (*) et elles ont la signification de liaisons rigides. 

L'auteur ne veut dire que ce qui suit. La formulation de nom- 
breux problèmes contient des hypothèses a priori qui, si elles ne 
font pas naître des difficultés analytiques qu’on ne saurait légitimer 
sur le plan physique, sont inadmissibles a posteriori. Illustrons-le 


(*) Pour ne citer que les équations d'état, les lois de la conservation, 
les équations qui gouvernent les phénomènes de transport. Les équations dif- 
férentielles du mouvement des problèmes dynamiques de commande optimale 
s'assimilent à des liaisons non holonomes rigides. 
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sur un exemple et plaçons-nous dans le cas bien connu où on demande 
le temps minimum que met un voilier pour venir du port À dans le 
port B s'il suit le courant et a le vent debout. Simplifions le pro- 
blème en supposant le courant absent. Tout amateur de la voile sait 


Fig. 4.3 


courir des bordées. Si l’on ne tient pas compte du temps de chaque 
manœuvre, la trajectoire optimale est toute ligne brisée dont les 
segments forment un angle optimal avec le vent (fig. 4.2). S'il y a 
courant, on compte avec la dérive. La vitesse du courant est en 
général maximale au milieu du fleuve pour décroître jusqu’à zéro 
à mesure qu'on s'approche des rives (fig. 4.3). Si l’on fait une fois 
de plus abstraction du temps de louvoiement, la trajectoire opti- 
male se confond évidemment avec une ligne brisée avoisinant la 
droite suivant laquelle la vitesse du courant est maximale (fig. 4.3). 
I1 serait plus rigoureux de dire que le chemin optimal coïncide avec 
une courbe généralisée, à savoir une ligne brisée formée avec une 
infinité de segments de longueur infiniment petite. Nous avons 
pris cet exemple dans [52] afin de généraliser la notion de courbe 
car certains problèmes variationnels n'ont pas leur solution dans la 
classe de courbes régulières par morceaux. On trouve chez Young 
(52; $ 6.1] un autre exemple de courbe généralisée (problème de 
Maxwell). Ces modèles de deux problèmes réels nous font conclure 
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à l'impossibilité de rechercher la solution moyennant les conditions 
nécessaires de minimum sous forme d'équations différentielles 
d'Euler-Lagrange. Il paraît que nous avons circonscrit le domaine 


Fig. 4.4 


d'application du calcul variationnel classique. En est-il bien ainsi ? 

Reprenons notre modèle de problème de navigation, examinons ses 

hypothèses et voyons si elles sont admissibles. I] s'avère que le 

problème contient pas mal 

(sl d'hypothèses arbitraires qui, 

de naturelles qu'elles ont été 

au départ, deviennent inadmis- 

sibles dès qu'on obtient une 

solution. N’avons-nous pas 

dit par exemple que la tra- 

jectoire optimale se confond 

C avec une ligne brisée dont les 

segments sont en nombre 

quelconque en l'absence du 

courant et une infinité dans 

le cas contraire? et n'avons- 

nous pas négligé, pour abou- 

tir à ce résultat, le temps de virage? Nous avons de plus laissé 

de côté la perte de vitesse dans chaque manœuvre. Pour agir de la 

sorte on doit supposer a priori que la trajectoire optimale comprend 

peu de points d'inflexion. La solution du problème a donc un sens 

si elle confirme les hypothèses a priori et elle est sans signification 

s’il y a contradiction. On vérifie facilement que si notre modèle tient 

compte, dans le premier cas, du temps de louvoiement, le chemin 

optimal est représenté en pointillé sur la fig. 4.2. Dans le second cas, le 

nombre de segments de la trajectoire optimale est plus grand mais 

fini (fig. 4.4) parce qu’on a à la limite une dérive simple du voilier 

qui décrit un huit dans un référentiel animé d'un mouvement de 
translation à la vitesse du courant. 


ù 


Fig. 4.9 
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On retrouve les mêmes difficultés avec une route à tracer entre 
deux points donnés À et B. Voici le schéma de la résolution : 1) cher- 
cher une géodésique AB ; 2) la pente ne devant pas dépasser une 
valeur optimale, remplacer les portions de pente inadmissible par 
une courbe en zigzag de pente optimale (fig. 4.5). À condition de 
négliger le temps ou l'effort que coûte chaque tournant, la trajectoire 
optimale entre C et PB doit contenir une infinité de zigzags de 
longueur finie. Mais si le modèle tient compte de ces paramètres, 
la solution n'est évidemment pas optimale par rapport au eritère 
de temps minimum ni du point de vue des pertes minimales d'éner- 
gie. En effet, les conducteurs de voitures automobiles et les alpi- 
nistes ne sachent que trop bien combien épuisant est le chemin qui 
tourne à chaque instant. 

Ainsi, il ne suffit pas de résoudre un problème qui provient 
d'une simulation d'un être réel. Une fois la solution obtenue, on 
retourne au modèle pour tester ses hypothèses qu'il s’agit de perfec- 
tionner si elles ne sont pas licites. Chose importante, les exemples 
considérés n'ont pas ébranlé les assises du calcul variationnel clas- 
sique d’Euler-Lagrange-Hamilton. 

11 se peut qu’on aborde la question dans une optique différente 
et qu'on se dise: qu'importe que le modèle soit imparfait! Le pro- 
blème qui en est né demande des méthodes et théories inédites, i.e. 
un progrès de la mathématique qui évolue sous l’impulsion des pro- 
blèmes posés par les sciences de la nature et par suite de ses lois intrin- 
sèques. 

Nous voulons insister sur plusieurs résultats importants de l'in- 
terprétation mécanique de la pénalisation. En plus qu’elle mesure 
à l'équilibre zx les perturbations des conditions de liaison, la valeur 
numérique de la fonction de pénalisation représente l'énergie de 
déformation des liaisons élastiques qui égale, en vertu de la loi 
de la conservation (Théorème 1.6), le travail effectué lorsqu'on 
s'oppose aux forces élastiques des liaisons dans la transformation 
quasi statique qui amène le système de l’état z* (*) vérifiant les 
équations et les inéquations de condition à l'équilibre x. On réa- 
lise cette transformation simple par la pensée si l’on substitue 
à U(zxz, .-.., x,) du problème (4.36) la fonction yU (x,, ..., x,) 
et si l’on suit le mouvement du point x (y) de maximum de 


VU (a, +... En) + D (x, ..., 2) 


avec y croissant de 0 à 1 à une vitesse infinitésimale. Comme cette 
transfermation équivaut formellement à une variation de l'état 
d'équilibre avec la croissance indéfinie de la pénalisation (voir 4.37), 


on a évidemment zx (0) = z*. 


(*) Le point optimum du problème primitif à liaisons rigides. 
gk 
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Le travail mentionné est exercé par la force variable + grad U X 
X (1, ---, Zn) dans le déplacement de son point d'application de 
z* à x. On voit sans peine qu'il s'exprime par l'intégrale (*) 
U(x) 
A— | y(U) dU. 
U(x®) 


La conservation de l'énergie dans une transformation quasi statique 
(Théorème 1.6) obéit maintenant à la loi 


U(x) 
v(U)dU =@ (à), (&.38) 
U(x%) 
où y (0) vérifie les conditions aux limites 
v(U (x) =1, v(U (æ*)) = 0. (4.39) 


On dispose en général d’une information sensiblement plus riche 
sur y (U) qui est convexe dans l'intervalle d'intégration pour une 
vaste classe de problèmes de programmation mathématique. Cette 
fonction est convexe linéaire par morceaux en programmation 
linéaire. La propriété de convexité permet d'utiliser (4.38) et de 
minorer la valeur optimale U (x*) de la fonction économique en 
remplaçant le processus quasi statique réel par un processus fictif 

donné y —=œ(U) qui remplit 


T comme le phénomène réel Ja 
condition (4.38) 
1 U(x) h 
\ &(U)dU=D(x) (4.40) 
U(x*) 


et les conditions aux limites 
0 U(&) U Ve) — oœ(U(r)—1, œ(U(z*))=0.(4.41) 


Fig. 4.6 La fig. 4.6 représente un pro- 
cessus quasi statique réel et la 
transformation fictive correspondante w (U) qui remplit, en plus 
de (4.40), (4.41), les conditions suivantes: 
1) © (U) est linéaire dans l'intervalle (U (x), U,), 
2) w(U)=0 pour UE(U;, U (x*)), 
et l'égalité (4.40) se récrit 


+ (WU à)= 0 (5), (4.42) 


(*) Le produit scalaire du grad U par l'élément ds de trajectoire du proces- 
sus quasi statique est égal à la différentielle dl. 
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avec U,, minorant cherché de L (r*), calculé par la formule 
U,-:U (rx) +20 (x). (4.43) 


Cette substitution de processus et la loi de la conservation de 
l'énergie (4.38) sont à la base d’une méthode de résolution numéri- 
que des problèmes d'optimum du chapitre VIII. 


$ 4.6. Méthode du déplacement des liaisons déformables 


La force qui garantit à l'équilibre les équations ou les inéqua- 
tions de condition, s'interprète comme étant le gradient d’une fonc- 
tion qui définit un champ de force dans l'espace de configuration. 
La méthode de pénalisation permet de construire un champ macro- 
scopique élastique des liaisons déformables et de se faire une idée, 
pour des coefficients d'’élasticité finis des corps réalisant les liaisons, 
de la fonction de forces cherchée du champ où l'équilibre vérifie 
les équations de condition. Le passage à la limite transforme ici en 
fait le champ macroscopique en champ microscopique de Lanzcos 
[40]. Cette particularité de la méthode de pénalisation explique de 
nombreuses difficultés analytiques des algorithmes. Le passage 
à la limite n'est nullement obligatoire parce que les forces produites 
par les réactions sont finies et on peut donc dire que ce sont les élé- 
ments de champs macroscopiques finis qu’on construit moyennant 
les équations ou les inéquations de condition dont le rôle est en 
l'occurrence décisif. La nouvelle mise en œuvre du principe de la 
libération consiste à remplacer les liaisons par un champ macro- 
scopique défini par des forces qui garantissent les liaisons dans les 
problèmes afférents à l'équilibre ou au mouvement des corps maté- 
riels. 

Pour saisir l’idée de la méthode annoncée par le titre de ce para- 
graphe, on reprend le problème de trouver l'équilibre du système 
représenté par un point dans l’espace de configuration de dimen- 
sion 7 et soumis à m liaisons élastiques 


Pa (Lis ee Tn) = Cey  S — 1Â1,..., M, (4.44) 


dans un champ qui admet la fonction de forces U,(z, . .., Zn). 
Les équations (4.44) expriment, comme (4.31), des liaisons non 
contraintes sous forme géométrique, mais leurs seconds membres sont 
non pas 0, mais des quantités c;,, ..., cm qu’on aura intérêt à pren- 
dre pour paramètres. L'équilibre cherché est un point de maximum 
de la fonction 


U(xzs,... En) —+ D kPa (ras. En) — Ci)? (4.45) 


s=1 
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avec À, le coefficient d'élasticité de la liaison q, (x) — c,. Le vecteur 
x d'équilibre dépend de m paramètres c;, . . ., Cm» i.e. 


Z—T(Ci,..., Cm). (4.46) 


On calcule les valeurs de ®(x), ..., @m(z) à l'équilibre 
Z (C1, + - ., Cm), i.e. les quantités 


cr = Ps (x (cs, ... Cm)» ... Th (Ci ie. Cm)), (4.47) 


et on note que l’état d'équilibre d’un système à liaisons élastiques 
(4.44) coïncide, dans le même champ défini par les forces extérieu- 
res, avec celui d’un système à liaisons rigides de la forme 


Ps (Zi: 1 Zn) = ch, — 1, st Me (4.48) 


Ainsi, la solution du problème de l'équilibre d’un système à liai- 
sons élastiques (4.44) est encore solution d’un autre problème qui 
consiste à trouver dans le même champ de forces actives l’équilibre 
de ce système soumis à des liaisons rigides exprimées par les équa- 
tions de condition (4.48). Les quantités 


Ps = Ce — Ps (Zi, + +) En), S = 1, ..., m, (4.49) 


désignent la grandeur du déplacement des liaisons. 
La réciproque est vraie et c'est elle qui renferme l'idée de la 
méthode, proposée. 


I1 existe m quantités ff, ..., Br telles que la recherche de 
l'équilibre d’un système à liaisons rigides ®, (x, . .., æ,) = 0, 
s—=1,...,m, dans un champ admettant la fonction de forces 


U (x;,, ..., zx,) revient à trouver l’équilibre de ce système à liaisons 
élastiques de la forme 


Ps (Zi …..s Zn) +5 =0, s= 1, ..s Me (4.50) 


Soit R1, --., Rm les réactions des liaisons rigides mp, (Z, . .., Zn) = 
.., On (x, ..., Zn) = 0 à l'équilibre z*. On a, en vertu 
de (4. 19), 


R,=3 grad , (x*).… . (4.51) 


D'autre part, le champ élastique de la liaison déformable 
Ds (Zus + + +, Zn) + B* = 0 admet la fonction de forces 


—+ ks (Ps (Lis cos Zn) + Pile (4.52) 


et le vecteur force du champ est donc défini au point x* par la for- 
mule 


Ri= — Ré grad p, (r*, ..., 27) (4.53) 


du moment que @, (x?, ..., 2%) = 0. 
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Le point x* réalise l'équilibre du système à liaisons élastiques si 


R'=R,, s—1, ., Mm. Il en résulte 
PC —kB*, s—1,..., m, 
qui définissent! les inconnues 
A,(5) 
Bi =——, s = 1, 7 m. (4.54) 
8 


Ces formules confirment l'existence des BB}, ..., fn, mais elles 
n'en permettent pas le calcul (elles renferment les inconnues À‘, 

.. À). On a donc besoin d'algorithmes efficaces correspondants. | 
Considérons un procédé simple qui possède l'avantage de donner en 
plus la solution du problème primitif. 

Il s’agit de réduire un problème d'équilibre en présence de liai- 
sons rigides @; (2%, . .., 4n) = 0, s = 1, ..., m, à une suite de 
problèmes analogues dans le cas de liaisons élastiques. A la diffé- 
rence de la pénalisation, seule la grandeur du déplacement change 
d'un problème à l’autre, les coefficients d'élasticité des liaisons 
restant invariables. On évite ainsi les inconvénients analytiques et 
numériques de la méthode de pénalisation où ces coefficients crois- 
sent indéfiniment. 

Nous commençons par rechercher, dans un champ donné par la 
fonction de forces Ù (x,, ..., x,), l'équilibre d’un système à liai- 
sons élastiques 


Ps (Lys ++, In) = 0, Ss—=1Â1,..., m, (4.55) 
les coefficients d'élasticité X,, . . ., k, étant la donnée du problème. 
On se ramène au problème de maximiser la fonction 

i m 
U (x, ... In) —+ D k,pi (Zi ..., Tn) (4.56) 
sm À 


en l'absence de contraintes (voir $ 4.4). Soit 2° un point de maxi- 
mum de (4.56). Les quantités 


p‘2 — p, (x, ... x), s—=1,..., m, (4.57) 


pénalisent les équations de condition (4.55) à l'équilibre. Il est 
naturel de les compenser en déplaçant les liaisons de B!, …, BA 
dans le sens opposé. On est ainsi amené à trouver l’équilibre de ce 
système soumis à des liaisons élastiques de la forme 


Ps (T1 . Tn) — pu —= 0, S —= 4, .. - A. (4.58) 


On se rappelle le $ 2.5 et on assimile le passage (4.55) —+ (4.58) 
à une variation lente du vecteur B = (B,, ..., Br) de O0 à 6% qui 
est une transformation quasi statique des conditions extérieures. Ce 
processus détermine le transfert du système de l'équilibre x ? à l’équi- 
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libre 2? défini comme étant un point de maximum libre de la fonc- 
tion 


Uri an) DR lp (rs +. Tm)— BI. (4.59) 
sm 


Calculons les coordonnées 2°”, ..., 2” de ce point et les écarts 
(2) 


D—p,(rz,...,zt), s—1,..., m, (4.60) 


et effectuons les déplacements suivants, i.e. cherchons l'équilibre 
du système à liaisons élastiques de la forme 


Pe (Lis. Zn) — (BA +B)—0, s—1,..., m. (4.61) 


Ceci étant, l’approximation suivante 2% de la solution du problème 
primitif à liaisons rigides est un maximum libre de la fonction 


Uri. 2) D Helpe (ris +. an) (BN + BPNE, (4.62) 


semi 


et ainsi de suite. La méthode consiste donc à résoudre une suite de 
problèmes de maximisation sans contraintes de la forme 


max {U (2... 21) —% Durs en) — do}, (4.63) 
omi 


a—=0, 1, 
avec 
=, car ca + ep, (29, ..., ze), 
2(®) étant solution du problème (4.63). 
La solution 2@) approche évidemment bien au départ le pro- 
blème suivant. Si les liaisons sont unilatérales : , (Z1s ...) Tn) KO, 


s = 1,..., m, aucune difficulté supplémentaire n'intervient pas 
et l'énergie de déformation des liaisons s'écrit 


7 > ke[max (0; pets -.., zn))TE. (4.64) 


sm 


En procédant comme plus haut on aboutit à une suite de problèmes 
de maximum libre 


max {u (ts .., Zn) —+ D k,[max (0 ; p,(x1, --., z)—ce)]}, 
* (4.65) 
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« 


où 
c)—O, cat) ca) E max [0 ; p, (x), ..., z(@))]. 


Le chapitre suivant généralise la méthode décrite à la program- 
mation linéaire. On verra qu'elle donne un algorithme « primal- 
dual » fini. La technique de déplacement des liaisons n’est pas moins 
universelle que la méthode des multiplicateurs et elle s'applique 
avec succès aux problèmes dynamiques de la commande optimale 
[46]. Les équations différentielles du mouvement ont alors la si- 
gnification des liaisons non holonomes et les déplacements sont 


fonction du temps à l'instar des multiplicateurs de Lagrange (voir 
chap. XI). 


CHAPITRE V 


MÉTHODES FINIES 


$S 9.1. Introduction 


Les méthodes qu'on se propose de développer dans ce chapitre 
jouent en programmation linéaire, et leur propriété commune est 
de réduire un problème d’extrémum avec contraintes à un nombre 
fini de problèmes sans contraintes. On retrouve ici les idées des 
$$ 2.5, 2.6 et 4.6 qui se réalisent sous forme d'’algorithmes de résolu- 
tion des problèmes de programmation linéaire. 

On a noté au $ 2.6 que pour une valeur finie quelconque du 


paramètre q le vecteur d'équilibre du modèle physique d’un pro- 
blème donné optimise un autre problème de programmation linéaire 
à même fonction économique et à même matrice, mais où les condi- 
tions définissant l'ensemble admissible contiennent à l'équilibre 
les variables d'écart. Ce résultat nous suggère la possibilité de cons- 
truire un problème auxiliaire qui ne diffère du problème primitif 
que par les composantes du vecteur seconds membres des contraintes 


et tel qu'étant donnée une valeur finie positive du paramètre @ 
de son modèle physique, son vecteur d'équilibre coïncide avec le 
vecteur optimal du problème original. Nous vérifierons que ce 
problème auxiliaire existe s'il y a possibilité du problème primitif 
et qu’on le forme en résolvant un nombre fini de problèmes de maxi- 
mum libre. Les vecteurs optimaux, termes d’une suite finie, consti- 
tuent de plus autant d'approximations successives de la solution 
optimale du problème de départ et le dernier terme optimise celui-ci. 
Il y a lieu de noter que dans chacun des problèmes consécutifs la 
norme des écarts des contraintes ne décroît pas à l'équilibre, ce qui 
exclut toute erreur de calcul sur les composantes du vecteur optimal 
du dual. Or, cette erreur est inhérente aux méthodes du chapitre III 
dans lesquelles on calcule le produit de nombres importants par 


ya (x) faibles. Nous verrons qu'on construit également des algorith- 
mes finis soit par homothétie directe, soit par un choix régulier du 
vecteur des paramètres du modèle physique du problème auxiliaire 
qu'on construit en résolvant un seul problème de maximum libre. 
Les algorithmes de ce chapitre et du chap. III s'appliquent au 
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primal et au dual à la fois, et leur propriété capitale est que le proble- 
me original se ramène à des problèmes de maximum libre en nom- 
bre fini. 


$ 5.2. Ensemble d'états d'équilibre du modèle physique 
d'un problème de programmation linéaire 


Avant de passer aux méthodes mêmes, le lecteur trouvera son 
intérêt à étudier l’ensemble d'états d'équilibre du modèle physique 
qui sont associés à diverses valeurs positives de son paramètre go. 
On se placera dans des situations déterminées par l'existence de la 
(ou d’une) solution du primal et du dual. 

Soit le problème de programmation linéaire 


n 
» Pit Max, | 
CS | 


(5.1) 


n 


Dauti<bn SEM-={1,2,...,m}, 
1 


le rang de la matrice || a,;|| étant supposé égal à n. Ce problème 
équivaut à (1.18) parce que les contraintes de non-négativité cons- 
tituent un cas particulier simple des contraintes inégalités et 


ñn 
» Gsits — b, 
is { 


équivaut à deux contraintes inégalités (*): 

7 n 
\1 \1 
à auiti Ds — à Giti< — b,. 
t= 7 - 


Les développements suivants n’ont un sens que si l’on est dans les 
conditions du Théorème 1.1 et s’il existe au moins une solution 
optimale du problème (5.1) et de son dual. Plusieurs cas peuvent se 
présenter : 

4. Le primal et le dual ont un seul vecteur optimal chacun, soit 
z* et w* respectivement. 

2. La solution du primal est z* et le dual a ses solutions dans 
l’ensemble W * de m-vecteurs qui est l'enveloppe convexe d’un nom- 
bre fini de solutions optimales de base w*t, ,.., tr L> 1. 

3. Le primal a pour solution l’enveloppe convexe À * d’un nombre 
fini de vecteurs optimaux de base z#tb, ..., 2* ]> 1, à n 
composantes et le dual possède un seul vecteur solution w*. 


_ (*) Un lecteur désireux de s'arrêter sur la transformation des systèmes 
d'équations en systèmes d'inéquations peut consulter entre autres H. M. Wagner, 
Principles of operations research, vol. 1, &8 3.5. 
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4. Les solutions du primal et du dual sont respectivement l’en- 
veloppe convexe X* de vecteurs optimaux de base z*th, ,.., x*(h, 
L> 1, et l'enveloppe convexe W* de vecteurs optimaux de base 
st ..., u*® ki. 

Dans ce cas le plus général (cas 4), les dimensions respectives 
des ensembles X* et W* sont évidemment L — 1 et k — 1. 


Désignons par X (q) l’ensemble des états d'équilibre z (g) du 
modèle physique à paramètre g, du problème (5.1) et par W (@) 
l’ensemble des vecteurs w (q) définis par les formules (voir (2.35)) 


ro, (go) = 2 () 112), SEA, (5.2) 


n nt 
TA — A 
24 = Dauri—b,, lall=1+ Dlaul, SEM. 
= 1— 
Etablissons la dimension des deux ensembles pour divers g,. Nous 
aurons besoin des définitions suivantes. 


DÉFINITION 5.4. La contrainte 


n 
D'aur<b, (5.3) 


est 1) active (*) au point x* si 


2 

Ni * . 
» ati —0,; 
Eu | 


2) inactive en x* si 
nr 


X1 * 
1 Gsiti KV. 
im 


DEFINITION 5.2. La contrainte (5.3) du problème (5.1) est essen- 
tielle s’il existe au moins un vecteur optimal x* € X* qui respecte 
la condition 


n 
ÿ uit — b.. 
{1 


La contrainte (5.3) est inessentielle si l’intersection de X* et de 
l'hyperplan 
D ut: = d, 
OUT | 
est un ensemble vide. 


. (*) Le concept d'une contrainte active en z* est l'analogue de celui des 
liaisons unilatérales actives dans un état donné du système mécanique. 
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On voit sans peine que l’ensemble des contraintes actives en 
z* € X* est inclus dans l’ensemble des contraintes essentielles. Le 
complémentaire du premier par rapport au second est un ensemble 
vide s’il y a unicité, et, dans le cas contraire, il est une partie de 
l'ensemble {(a,x) = b,, s € M} des hyperplans d'appui à X*. 

S'agissant de problèmes soumis à des contraintes en nombre 
fini, il est naturel de supposer que si (5.1) admet une solution, il 
exisse un vecteur optimal z* et un nombre positif e tels que tout 
vecteur x avec la condition 


2 [ti —2i [<e (5.4) 
vérifie les inégalités 
2 aux <bs SEMNXM", (5.5) 
1 


M* étant un sous-ensemble des contraintes actives en tout point 
€ X*. Cette hypothèse signifie l'existence d’un point intérieur à un 
ensemble défini par 


S'a , <b,, SEMX M" 
s Csii >b,, sCM*. 


ini 
Par suite du Théorème 2.6, elle entraîne l'existence d’un nombre 
positif Q pour lequel tout g,>Q respecte l’inégalité 


21 z(a)—2t|<e. (5.6) 


Ici z (q) est un vecteur d'équilibre du modèle physique de (5.1) (*). 
La même hypothèse et la conséquence (5.6) impliquent le 


THÉORENE 9.1. Le vecteur w (q,) défini par les formules (5.2) 
optimise pour tout q, >ZQ le dual de (5.1). 


DEMONSTRATION. La validité du théorème découle des :conditions 
d'équilibre 


2 eut, (go) — Pi = 0, ie N, (9.7) 
— T7 = 0, ë, <b,, 

8 — MT, 5.8 
7 Go { >0, Es = ds ‘€ 


(*) Si la solution n’est pas unique, il existe pour % > Q un vecteur z* € X* 
tel que l'inégalité (5.6) ait lieu. 
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du modèle physique, qui s’écrivent sous les hypothèses du théorème: 
> CRU (go) — pi = 0, iCN, 
sEM° (5.9) 
Us (go) 0, SEM". 


C'est un analogue du système de conditions d’optimalité pour (5.1), 
et les formules (5.2) définissent donc un vecteur optimal du dual 


quel que soit g >Q. On note que le vecteur d’équilibre z (go) 
n’approche que très grossièrement le vecteur optimal z*. Illustrons 
le Théorème 5.1 sur l'exemple suivant. 


ExEMPLE. Considérons le problème simple 
2x, + 3z,—+ max, 
Ty — To LA, 0,92 + 1, 220, x, >0. 
Son vecteur optimal s'obtient facilement par des considérations géo- 


+ )- Posons q, = 1 et cherchons le vecteur 
z (1) d'équilibre du modèle par un algorithme du chapitre III, on a 
— 68 50 
z(1) = (5 5) ° 
Il y a une grande différence entre z* et x (1) et les écarts sont : 
yi (1) = 21 (1) — 22 (1) —1 = 1, 


ve (& (A) = 0,52 (1) +2 (1) —1 =. 


métriques et il vaut (+, 


Calculons les composantes de w (1) par (5.2), il vient 
D LU 1 > 1 — 10 
(==, we; (=. 


On vérifie aisément que w (1) optimise le dual du problème pro- 
posé, à savoir 
W, + Wos —+ min, 
W; + 0,5w, > 2, —V; + lL'o >9, 
w,>0, w,>0. 


Dans notre exemple, l’ensemble M* est formé de deux premières 
contraintes. Les contraintes z,20, 1,0 sont inessentielles et 
on est donc pour g, = 4 dans les conditions du Théorème 5.1. 
Revenons à la classification introduite page 123-124. 
On a le premier cas (4 — k = 1) si et seulement s'il y a coïncidence 
des ensembles des contraintes essentielles et actives en z* et si ces 
contraintes sont au nombre de n qui est aussi le rang de leur matrice. 
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z* est alors La solution du système de nr équations linéaires 
n 
2 Gsiti — b,, sc M". 


On montre l’unicité, pour 4, >Q, du vecteur zx (q.) d'équilibre 
du modèle de (5.1). En effet, aux termes du Théorème 5.1, le système 
de conditions d'équilibre (5.7)-(5.8) prend, quand qg,>Q, la for- 
me (5.9). Il s’agit d’un système possible : on réalise le maximum de 
la fonction (p, x) — F (y) strictement convexe en y, ..., Yms 
où F (y) est l'énergie de Helmholtz du gaz parfait remplissant les 
volumes du modèle (voir chap. IT), et 


Ys (2) = 25 (x) 1 [zs (2)], 


LL 


Zs (x) — D tai — be SEM. 


La notion de stricte convexité en y,, . . ., Ym Se définit comme suit. 
DeriniTion 5.3. Une fonction Ÿ (x, y (xr)) = Ÿ (x) avec 


TZ — (x,  . Zn) y = (Y2 ..) Ym); 
Ys = Pa (Tir + +) Tnhs S=1Â,..., M, 


est dite strictement convexe en y, .- . ., Ym Si deux vecteurs 21 et xt? 
quelconques tels que y (1°) 5 y (1°) satisfont à l'inégalité 


PS) < FF) + T0) 


La propriété indiquée de (p, x) — F (y) entraîne l'unicité 
de la solution w (q,) du système d'équations d'équilibre. Le rang 
de la matrice des contraintes de W/* étant n, les conditions 


es’ 


(= er GR), sEM*, 


donnent un vecteur d'équilibre x (q,) unique du modèle physique. 

On est dans le deuxième cas (1 — 1, k >> 1) quand l’ensemble 
des contraintes essentielles en x se confond avec celui des contraintes 
actives en z*, quand ces contraintes sont plus que 7, le rang de leur 
matrice est r et le nombre des déterminants de base de la matrice 
est supérieur à 1. Il y a alors autant de déterminants de base de la 
matrice des contraintes €M* actives en z* que de solutions opti- 
males de base du dual. Voyons si les équations d'équilibre admet- 
tent plus d’une solution. 

Etant donné la stricte convexité en y], . . ., Ym de (P, x) — F (y), 
l’état d'équilibre définit un vecteur d'écart unique y, (x (qo)), . .. 


.., Ym (& (Qo)), donc, selon (5.2), un seul vecteur #(q) solution 
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Z0 du système d'équations d'équilibre (5.7) du modèle. Soit M**<= 
= M* un ensemble d'indices défini par s € M** pour w, (q) > 0 
et 4 > Q (*). Ceci étant, on obtient en vertu de (5.2): 


_ ñn 
— Lot q — 2 
Wg (Qo) = Ta] (Ze (do) —b,) , SEM 
On pose x (q0) = z* + Az. Par suite de la condition évidente 
Zs (z°) =0, se M", 
il vient 


D, (go) = I a ] 2 CATAY TR S € M°°. (5.10) 


On a par substitution dans les conditions d'équilibre (5.7): 


D Ter 7 D) ayhTy= Pis iCN. (5.11) 
seM** 


L'exposé se simplifie si l'on suppose la matrice {| a;|| normée de 


façon que || a,|| — a quels que soient s € M. Le système (5.11) 
se récrit 


ÿ Œai S GT Pi, i— 1, cs À, 
scM** er 


ou, vectoriellement, 


D'*Arz=< p, (5.12) 
%o 


avec l'** la matrice de Gram du système de vecteurs-colonnes linéai- 
rement indépendantes de la matrice des contraintes EM**. l'** est 
non dégénérée, si bien que (5.12) possède une solution unique Ax. 
Ainsi, le modèle physique de (5.1) a, cette fois encore, un seul état 
d'équilibre zx (q) et, partant, un seul vecteur w (q,) des variables 
intensives du modèle dans l'état donné. Quel que soit 4 >Q, 
on a de nouveau w (q,) = w* € WY*. 

J1 y a intérêt à noter que le deuxième cas correspond à la classe 
de problèmes de mécanique « statiquement indéterminés », appella- 
tion pas très heureuse à notre avis. Il s’agit de la classe de problèmes 
statiques qui interdit le recours aux modèles de solides parfaits 


(*) La condition M* XX M** = @ n'a lieu que si 4 > 1. Ainsi, M** 
est une base du système de vecteurs linéairement dépendants {a, | s € M*}. 
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parce qu’on n'aboutit pas avec à un système fermé d'équations 
d'équilibre. On étudie certes pour ces problèmes l’ensemble de 
solutions des équations d'équilibre des solides parfaits, mais on 
a gagné à être conforme à la Nature et à créer la mécanique des 
corps déformables. 

11 faut éclaircir le sens économique des résultats obtenus. Econo- 
miquement, le fait de remplacer les contraintes serrées sur les res- 
sources par des contraintes lâches détermine l’unicité des coûts . 
duals des ressources, i.e. on élimine cet inconvénient de la planifi- 
cation dans le domaine des prix qu'est la non-unicité de la solution 
du dual. 

Le troisième cas (2>> 1, À — 1) se trouve réalisé lorsque l’en- 
semble M* des contraintes actives en chaque point optimal x* 
de (5.1) est tel que l’enveloppe linéaire ZL* du système de vecteurs 

{as — (as, ° sn) | s € M*} 
contienne le vecteur p = (P, - - .; Pn) et les vecteurs {a,[ s € M*} 
forment une base de L*. Le vecteur p est de plus une combinaison 
convexe des vecteurs de base {a, | s € M*}, auquel cas on suppose 
naturellement l'existence d'un point intérieur z* de X* et d’un 
nombre Q suffisamment grand pour que l’équilibre zx (q) soit, pour 
4, >ZQ, un vecteur vérifiant 


à suti (Go) Les SEMXM*. (5.13) 


Prenons z* pour une nouvelle origine et posons 
z (90) = x* + Az. 

Il existe évidemment, sous (5.13), un vecteur d'équilibre x (do), 
élément de l'enveloppe linéaire L*. Vu la stricte convexité en y,, ... 
..., Um de (p, x) — F (y), tout état d'équilibre x (go) définit un 
seul vecteur d'écart y (9) et donc, en vertu de (5.2), un m-vecteur 
w (49) Z0 unique. Cette fois encore, on à w (q,) = w* pour g >Q. 


L'ensemble des états d'équilibre X (g,) coïncide évidemment avec 


l’ensemble des solutions du système d'équations et d’inéquations 
linéaires 

» eut} = Vs (go) pour Ja () > 0, (5.14) 
er <0 pour y, (go) = 0. 
Pour q, suffisamment important, la dimension de X (q0) est égale 
par continuité à celle de X*. 


Un seul cas, le quatrième, nous reste, à savoir le cas où L > 1, 
k >> 1. Cela a lieu quand la dimension du sous-espace L* comprenant 
le vecteur p est inférieure au nombre d'éléments de M* et quand les 
9—0690 
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vecteurs {a,; |s € M*} forment plusieurs bases de ZL*. La stricte 
convexité mentionnée entraîne toujours à l'équilibre l’unicité de 


y (go) et de & (q) (par suite de (5.2). L'ensemble X (Go) des états 
d'équilibre du modèle physique se confond encore avec l'ensemble 


des solutions du système (5.14). Ainsi, tout état d’ équilibre Z (Go) 
du modèle physique définit dans tous les cas un vecteur w CA] unique 
et il existe un nombre Q ©> O0 suffisamment grand pour que w (do) = 
— u* quel que soit 4 >0Q. 

Nous avons donc établi le résultat suivant: si >0Q; l'ensem- 
ble M®* des contraintes non saturées contient dans tout état d'équi- 
libre x (go) du modèle une base du sous-espace vectoriel L* et le 


vecteur w (g,) unique défini par (5.2) optimise le problème dual. 
La propriété de stricte convexité en y, .- .-., Ym de (P, x) — F (y) 
fait que les équations d'équilibre (5.7) admettent une solution 


w (g)>0 unique pour tout g > 0. Par conséquent, l’ensemble 
X (go) des états d'équilibre du modèle à paramètre q, > 0 est celui 
des solutions de (5.14). Soit q, << Q@ un nombre positif quelconque 
et y1 (Go) + : «+ Um (Go) le seul vecteur d'écart des contraintes de (5.1) 


représenté par un modèle en équilibre. Notons M, (q) un sous-en- 
semble des contraintes de (5.1) qui est défini par 


SEMi(Go) Si ys (go) > 0. (5.15) 
Une question se pose qui est d’un grand intérêt pour l'exposé ulté- 
rieur: est-ce que ÀZ, (q,) contient pour tout q, > 0 une base € M** 
du sous-espace vectoriel L* ? Dans le cas de l'affirmative, on exclut 


de M le sous-ensemble M X M, (Qt), ce qui veut dire par exemple 
qu'on résout par les algorithmes du chapitre III une séquence de 
problèmes de dimension décroissante qui correspond à une suite 


croissante de valeurs de q,. La réponse à la question posée est donnée 
par le 


TH£OREME 5.2. Quel que soit le paramètre q) à 0 du modèle, l'en- 


semble des contraintes non saturées en tout point d'équilibre x (Qqo) 
contient une base de l'enveloppe linéaire L* du système de vecteurs 
{as |s € MY}. 


DÉMONSTRATION. L'affirmation a déjà été prouvée pour G>0Q. 
Soit g'>Q une valeur initiale du paramètre q, et y (q), ... 
,) Um (q:°) le vecteur d'écart des contraintes dans l'état d’équi- 
libre du modèle à paramètre g°. L'ensemble des états d'équilibre 
x x (go) est, on l'a montré, l'ensemble des solutions du système (5.14) 
avec 4, = q°. On me restreint en rien la généralité si l’on suppose 
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comme plus haut que la matrice || a.;l| est normée de façon que 
[al = a, s€ M. En vertu de (5.2), on a 


Us (ao) — — W, (go). (5.16) 
0 
Posons 
=, MP, D (G)=w(u), w()=w(u*) (5.17) 
0 


et notons M, (u‘®) un ensemble d'indices s défini par les conditions 
suivantes analogues à (5.15): 


sCMi(u”) pour w,(u'”) > 0. 
Le système (5.14) prend la forme 


S CAES _ b, — MITA (n°), S € M; (n°), (5.18) 
<0, SCMXM,: (a). 


11 admet une solution pour u = p‘® et le vecteur w (u) est indépen- 
dant du paramètre u dans l'intervalle de possibilité. Deux cas sont 
donc possibles. 

1) Le système (5.18) a une solution pour tout pu > 0, ce qui signi- 
fie qu'à tout équilibre z (4) associé à toute valeur du paramètre 
% > 0, le vecteur & (Q) optimise le dual de (5.1), d'où la validité 
du théorème. 

2) Il existe un nombre positif u( tel que le système (5.18) soit 
possible pour <u‘Ÿ® et impossible pour u >> u‘}, autrement dit, 
au moins une des inégalités (5.18) n'est pas vérifiée à l'équilibre 
z(u), > pu. Comme w(u) = w(u®) pour tout u&u', le 
nombre pu‘ est solution du problème suivant 


is 


LL —> IDAX, 
A sii 8 «0, SECMNX M; (u°°), 


Soit (pu, x(u)) solution de ce problème. On note que l’uni- 
cité n'est pas obligatoire, i.e. les conditions (5.19) peuvent être 


vérifiées par un seul u®? et par l'ensemble X (a) des vecteurs 
x (u‘®). Considérons le problème relatif à l'équilibre du modèle 


physique pour p > pu, ie. pour G <—— MT Soit u = up + Au, 
où Au >> 0 est suffisamment petit pour qu'on ait par continuité 
w,(u®+Au)>0 pour s€ M, (u‘). (5.20) 


ax 
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I existe d’autre part au moins une valeur de s€ M X M, (n°) 
pour laquelle l'écart y, (1% + Au) est positif à l’état x (u‘! + Au). 
Si M, (u® + Au) est l'ensemble des contraintes de (5.1) qui sont 
non saturées en tout point d'équilibre z (a!) + Au), on est donc, 
pour Au suffisamment petit, dans les conditions 

MU) Mi(u° + An), Mi(u°+ An) XM:(U°)ÆS. (5.21) 
Ces conditions sont également remplies pour tout Au positif infé- 
rieur à une certaine valeur Au. 


On montre que Au‘ se définit comme étant une solution d’un 
problème de programmation linéaire. On introduit les notations 


ze (u + Au) = 2 ait (UV + Ap)—b, SEM 


Tout Au<Au positif vérifie les conditions 


_ 0, sE M, (u*° + Au), 
z, (u‘! + Au) { > 0, s€E Mi (u"" + Au) h (5.22) 
<0, SEMNX M: (u? + Au). 
Posons 
2e (u% + Au) — 2, (pu?) + Az, (5.23) 
et exprimons w, de (5.7) par z, d’après (5.2), il vient 
> CARTE (u®) + 2 ‘ _ GsiAZs — (u® + A) Pi. 
sEM,(U{1+AN) sEM,(n'P?+aAu) 
i—1,...,n. (5.24) 
Or, on a par définition de u‘: 
—., > 0, se, (u), 
3, (u°®) | , 
= 0, scM NM: (u' ) 
et le système (5.24) se récrit 
D Œsite (ut) + D : asiÂ2, = (pu + AU) Pi: 
sEM,(u1°) sEM,(u'+Au) 
i=1,...,n, (5.25) 
d’où 
D az, = Appy, i=1,...,n, (5.26) 
sEMi(u°*+Ay) 


vu la validité de’ (5.25) pour Au = 0. Soit x (u®) et x (pu + Au) 
deux états d'équilibre associés à u correspondants. On note 


Az= 7 (u% + Au) —7 (y), (5.27) 
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et évidemment 
Az,= diasAr;y, s=1,..., m. (5.28) 
{mi 


La substitution dans (5.26) donne les conditions d’équilibre (5.7) 
sous une forme nouvelle : 


>» : si » ay Ty — AUP: À — 1, cs (5.29) 
SEM + AN)  fenf 


ou, en notation vectorielle, 


F,Az = Aup, (5.30) 
où F,est la matrice de Gram des vecteurs-colonnes d’une sous-matrice 
obtenue de la matrice des contraintes de (5.1) par suppression des 
lignes 4 M, (u‘? + Au). L'existence de l'équilibre zx (u® + Au) 
pour u = pu + Au et l'unicité du vecteur w (u‘! + Au) des 
variables intensives du modèle dans tout état d'équilibre entraînent 
la possibilité du système (5.29), le vecteur Az avec (5.30) étant 
unique pour l', non dégénérée. Si l', est dégénérée, il correspond à la 


valeur u® + Au l’ensemble X (ut + Au) des états d'équilibre 
tels qu'on ait les conditions (5.29) et les inégalités 


2 an <b— D auti(p®), SEMXMi(uŸ+Ap). (5.31) 


Multiplions les équations de (5.29) par Az et sommons, il vient 


Au D, pit = 2 ( » sit s;) Ax;Ax,>0, (5.32) 
fæi dei ji eMi(u +4) 
inégalité dont la validité découle d’une propriété connue de la 
matrice de Gram non dégénérée de la famille libre {a, | s € M; (u® + 
+ Au)}. 
Reprenons le système (5.26) et proposons-nous de démontrer 
qu’il a pour solution un vecteur strictement positif, i.e. 


Az,>0, SEM (u*+ Au). (5.33) 
Le système (5.26) devient d'un maniement plus facile si l’on le 


rend homogène en adjoignant à l’ensemble des inconnues {Az, |s € 


€ M; (u® + Au)} une quantité strictement positive Au. Comme 
le veut un théorème de l'alternative (voir Conséquence 2.2.2 du 
chap. IT), (5.26) admet alors une solution qui vérifie (5.33) et Au > 0 
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s'il y a impossibilité du système 


2 asiAx; >0Ù, SE M; (4? + Au), 
Un (5.34) 
2 PiAti << 0. 


Or, celui-ci ne Dossède pas de solution en vertu de (5. 32),, c.q.f.d. 

Ainsi, avec u croissant les écarts des contraintes non saturées 
pour u Lu continuent d'augmenter pour u > ut jusqu'à une 
valeur up >> u définie par les conditions de possibilité du système 


si à Gs3AT; = — App, li — 1, n, 
sEM1(UD+Ap) 1 


Ÿ ait; Lb, — S as;xs (u'*), (5.35) 
i= 1 ji 
SEM, M; (ut + A). 
Ainsi, les conditions 
Ma (2 A) © Aa (= . 
Mi (u® + Au)KM°* = ©, (9.90) 


qui sont respectées par continuité pour Au >> 0 suffisamment faible, 
le sont pour tout u tel que up << pu = pd + Aud (par 
suite de la propriété démontrée (5.33) de la solution de (5.26)). 
Le nombre Au‘ est donc solution du problème suivant: Au — max 
avec les conditions (5.35), x (u‘?) étant un vecteur donné. 
. En vertu de (5.33), au moins une contrainte 
n 


D anti —b, 0, SEMNM; (uŸ + Au) 
Î= 1 


est active en tout point d'équilibre zx (u‘). 

Nous n’allons pas poursuivre les raisonnements qui ne Îont en 
fait que répéter ce qui a été dit à part qu'on remplace ut par u® 
et l'ensemble M, (u‘? + Au) par M, (u® + Au). Nous avons en 
définitive une suite croissante finie de nombres positifs up‘, pt? . 

, 9, où pta+1) = pt) + Au(@ et Au@) est solution du pro- 
blème 
Aya) = max Au (2.37) 
avec les conditions 


ñn 
_ si à asjAz; = Aup;i, i=1,...,n, 
SEMI + AH) = 


> aux, Lb,— > auti (US), SEMX M, (u(® + Au). 


(5.38) 
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Quand & = r + 1, le système admet une solution quel que soit 
u > u°’, et rest donc la plus grande valeur de & pour laquelle u 
est majoré sur l’ensemble défini par (5.38). Les problèmes (5.37)- 
(5.38) sont en nombre fini parce qu'il en est de même des contraintes 
et que le nombre r s'évalue par r << m — m*, m* étant le nombre 
d'éléments de l’ensemble fini M*. 


CoNSÊQUENCE 5.2.1. S'il y a unicité de la solution du proble- 
me (5.1) (cas un et deux), la matrice de Gram des contraintes non 
saturées est non dégénérée à l'équilibre z(u) associé à jp positif 
arbitraire et le lieu géométrique des points x (u) est une ligne brisée 
d'origine le point optimum x*. 

Les nombres u‘}, ut, ..., u® définissent alors les points de 
raccordement z (ut), æ(u®), ..., x (u®) de la trajectoire x (u). 

La Conséquence 5.2.1 conduit à l'algorithme fini suivant pour 
les problèmes de programmation linéaire. 

Soit u, une valeur initiale du paramètre du modèle et x (u) 
l'état d'équilibre associé obtenu par un algorithme du chapitre III. 
Connaissant x (u,) on isole facilement l'ensemble M, (u,) — M des 
contraintes non saturées à l'état z(,). On résout ensuite le système 
d'équations algébriques linéaires 


ñn 
Zi D Ge = Pis l — 1, ss À, (5.39) 
sEMi(ho) j=i 
dont le déterminant est non nul et positif parce qu'étant le déter- 
minant de la matrice de Gram du système libre {a, | s € M, (l)}. 
Le système (5.39) s'obtient à partir des équations (5.38) avec Au — 1, 
Az = 2x0. 
Le vecteur 2° définit la demi-droite z(u) = z(uo) — Aux 
issue du point x (lu) et dirigée dans le sens des valeurs décroissantes 
de la fonction économique (p, x). On trouve ensuite le plus proche 


point où cette demi-droite coupe la frontière du domaine défini 
par les conditions 


à dit; 7 s € M; (Lo). (5.40) 


Notons que = Uo — Au,; on a à partitr de (5.40) 
» Gstz (Ho) — ds 
Mi po— min = 


s€M1(Ho) Le 0) 
ait 
À, 


(5.41) 
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Soit M, (l1) l'ensemble des contraintes de (5.1) qui sont non 


saturées dans l'état zx (1) = (to) — Az. M, (lu) € Mi (bo) 
par construction, et la direction du segment suivant de la ligne 


brisée x (u) qui aboutit au point optimum z*, est donnée par le 
vecteur zl vérifiant le système d'équations linéaires 


n 
Run el 2 GTS” =pi. i=1,...,7 (5.42) 


Sa matrice est la matrice de Gram de l’ensemble M, (u,) des con- 
traintes du problème (5.1). Le vecteur z* étant supposé unique, la 
matrice est non dégénérée et le système (5.42) admet une solution 
unique. Les raisonnements suivants sont évidents, et les systèmes 
d'équations linéaires de la forme (5.39) ou (5.42) qu’on résout pour 


construire la trajectoire x (1) aboutissant en z*, sont au plus mt — n, 
avec m° le nombre de contraintes de (5.1) non saturées au point 


T (Lo). 


$ 5.3. Méthode du déplacement des contraintes 


Les algorithmes du chapitre III ramènent un problème de program- 
mation linéaire à une suite infinie de problèmes de maximisation 
sans contraintes. Il y a lieu de rappeler la troisième procédure de 
calcul qui effectue la réduction à une suite de problèmes relatifs 
à l'équilibre des modèles physiques de systèmes incompatibles 
d'équations et d’inéquations linéaires. On a noté sa propriété pré- 
cieuse d'éviter à l'utilisateur le choix d’une suite croissante de 
valeurs du paramètre du modèle. Son autre propriété importante 
est d'utiliser en fait le déplacement d’une contrainte artificielle 
incompatible avec les autres contraintes. 

Le présent paragraphe propose un algorithme de résolution des 
problèmes de programmation linéaire qui s'inspire d’une mise en 
œuvre originale du principe de la libération ($ 4.6). L'algorithme 
de déplacement des liaisons (*) a ceci de particulier qu'en plus 
qu'il ramène un problème de programmation linéaire à des problèmes 
d'extrémum libre en nombre fini qui est en général beaucoup plus 
petit que celui des contraintes inégalités, la dimension des problèmes 
diminue d’un problème à l'autre. 

L'idée de la méthode du déplacement des contraintes est naturel- 
lement suggérée par les conditions d'équilibre du modèle physique 
d’un problème formulé en 1966 [1, 14]. Rappelons que les quantités 
W,, S—=1Â1,..., m, qui représentent physiquement la différence de 
pression dans les enceintes V‘!?, V'*’ du modèle se définissent 


(*) L'idée de déplacement des contraintes a été utilisée dans [20, 47, 48, 51]. 
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à l'équilibre x (Go) par les formules (2.35) 
We eg vi ( (Go), SEM. (5.43) 


Elles ne sont évidemment non nulles qu’en présence de contraintes 
non saturées à l'équilibre. L'état d'équilibre du modèle s’interprète 
donc comme étant un vecteur optimal du problème qu'on obtient 
du problème primitif par déplacement des contraintes de 


ut w, (Z(Go)), SE M. (5.44) 


Soit w* un vecteur optimal du dual de (5.1). Les mêmes condi- 
tions d'équilibre impliquent que tout équilibre x (q,) du modèle 
du problème avec contraintes déplacées 


ñ 
2 Piti —> Max, 
Î= 
n (5.45) 
D aux <b,— les un SEM, 
{mi Jo 
optimise le problème (5.1). 

On a donc construit un problème du type (5.1) avec un vecteur 
modifié des seconds membres des contraintes tel que tout état d’équi- 
libre de son modèle physique soit un vecteur optimal du problème 
originel (5.1). Le choix du paramètre g, > 0 étant sans importance, 


on suppose, sans nuire à la généralité, que la matrice || a,,|| est 
encore normée de manière que 


n 
lel= Zlaul+1=a, 


et on pose Go — a. Ceci étant, les solutions de (5.1) constituent autant 
d'états d'équilibre du modèle physique du problème 


n 
i=1 


= (5.46) 
2 Gti Sbs—w®, SEM, 
{en 


et les grandeurs de la différence qgf? — qf* forment à l'équilibre un 
vecteur optimal pour le dual. 

Connaissant un vecteur optimal du dual, résoudre le primal c'est 
donc trouver l'équilibre du modèle physique à paramètre q, = a 
du problème (5.46), i.e. un seul maximum libre. Or, w* est un vec- 
teur inconnu (ou une variété W* de vecteurs inconnus), si bien qu'on 
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doit élaborer une méthode numérique qui matérialise l’idée de 
déplacement des contraintes. Nous allons en décrire une qui consiste 
à générer une suite de problèmes de la forme 


ñn 
2 Pit; + Max, 

n 5.47 
>» aaiti LÜs — œ, sc M, 
immi 

a=0,1,...,B%—0, MO—M, | 


qui jouit des propriétés suivantes: 1) la suite M'® = M, M, 
M, ... tend vers l'ensemble M** des contraintes qui forment 
une base de l’ensemble * des contraintes actives en chaque point 
optimum z* (voir 8 5.2); 2) la suite de m-vecteursu*®, wxth, . .., 
avec 


(œ) 


eo _ Ps SEM, 5.48 
Fa _ 0, SEM KM, G: 


a pour limite un vecteur optimal du dual de (5.1). 

On verra plus loin que la suite de problèmes (5.47) est finie, 
qu'il existe un entier a* << m — m** tel que MY = M** © M* 
et que 


mn ("> 0, SEMEV= Me, 
Sn |: SEM M"), 6-49) 
où ze*) définit l'équilibre du modèle à paramètre 9) — a du pro- 
blème (5.47) et vérifie pour &« — a* le système d'équations 

n 

2 ant" =D, sEMV=M"", (5.50) 


m** étant le nombre d'éléments de M**. 
Le dernier système entraîne 


LL n _ 
ras 2 Pi. (5.51) 


Mais (5.50) et (5.51) n’impliquent en général pas x2* € X* parce 
que l’état zt«*) peut violer les conditions (a, z) << b,, s € M X MY*. 
Aussi X* est l’ensemble des solutions du système d’équations et 
d'inéquations 


n =D, 5€ MI ZM", 
À TAB sEM' .M**. (5.52) 
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Nous tenons à souligner que les composantes du vecteur optimal 


du dual se définissent par les formules (5.49), où les quantités z, (z{2*)) 
sont égales aux écarts des contraintes (&s, zx) Lb,, SEM “+ pour 


Go = a. Ceci étant, on n’a plus à choisir q, suffisamment grand, si 
bien que gg, >>0 quelconque donne les formules 


* Fe fs (x*°), S € M”, 
WŸ =- 
0, sEMXMS. 


Ainsi, on n'a pas besoin, pour calculer les composantes de w*, de 


(5.53) 


multiplier TE I importants par y, (z (q)) petits, ce qui se solde 
8 


en général par des erreurs importantes. 

Voici le schéma de la méthode. 

Soit 21 un équilibre du modèle physique de (5.47) pour &« = 0. 
On suppose que les quantités 


co (rt) D'aux{—b, SEM, (5.54) 
° i=1 


partagent l’ensemble M en deux sous-ensembles M® et M X M‘ 
disjoints conformément aux conditions 


(0) (rt) =" seM°?, 5.55 
CHE <0, sEMXKM, (9.59) 
M® = M"* en vertu du Théorème 5.2. Posons 
z(0) (x), sC M, 
(1) __ (0 8 
B: = Y1 (a) | 0, sCMXKM, (5.56) 
il vient le problème («= 1): 1201 
» Pit; > Max, 
ti (5.57) 


a 
à auiti Sd, — Pi, SE M. 


Soit x un vecteur d' équilibre de son modéle pour q=—a. 
On calcule z{°? (z'®) à l'état x et on définit M‘ par 
u nl 0, S Ms 
20 (rt) = N ab, ; ". (5.58) 
=1 Lo SEM MA. 
On s'assure ensuite de la validité des conditions d’inclusion 


M“esM<e M, MAX MS £ D. (5.59) 
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Raisonnons par l'absurde et supposons la fausseté de (5.59) et M — 
— M® (*). On vérifie aisément que l'ensemble des vecteurs réali- 
sables de (5.57) s'obtient à partir de l’ensemble du domaine admis- 
sible du problème 


{us 

=. (5.60) 
Das Sb,, SEM, 
CS | 


par une homothétie de centre x‘? et de rapport 2. En effet, le vecteur 
d'écart du dernier problème vaut y® (xd) au point x et son homo- 
logue de (5.57) y est égal à 2y"® (xt). Selon les conditions d'équi- 
libre, le point 2 réalise donc l'équilibre du modèle physique du 
problème 


n 

D 2pix: —> MAX, 
i (5.61) 
D siti < ds — 2(0) (x), s € MU), 
i= 1 


Oublions momentanément la condition g, = a et considérons 


les équations d'équilibre du modèle à q, de (5.61). Il est connu qu'el- 
les s’écrivent 


DS as" (7 (G)) 1 [2° (7 (Go) = 2p, i=1, ...,m, 
sem) 


où 1201 


n 


H 0 (&(go)=23 (2%) 2 aux (do) — ds. 


Evidemment, z (a) — x. D'après le Théorème 5.2, l’hodographe 


du vecteur x (q) (**) ne coupe pour g, croissant de a& à 2a aucun 
hyperplan 


n 
Di duti=bs SEMXM® 
ii 


(les seuls hyperplans qu'il rencontre appartiennent à M4 X M**). 
La dernière propriété est impossible par hypothèse. Quand q = 24, 
les conditions coïncident avec les conditions d'équilibre du modèle 
à 4 = a de (5.57) Donc z = zx (2a), x 1 = x (a). 


(*) L'impossibilité de l'inclusion W@ M pour Bt > 0, s € M, 
est évidente. 


(**) On appelle hodographe le lieu géométrique des points z (go) associés 
aux valeurs que g, prend dans un intervalle (ici a < qn << 2a). 


$ 5.3] METHODE DU DBPLACEMENT DES CONTRAINTES 141 


Reprenons le cas g, = a et considérons les conditions d'équilibre 
des modèles des problèmes (5.60) et (5.61), à savoir 


ay2(0) (x) = Dis i — 1, ..) À (5.62) 
sEM) em 4 (1) 
ÿ a 21) (xD) = ps, i— 1, cs; À; (5.63) 
5€ M0 m4 0) 
avec 
2 (ED) = 250 (20) +20 (20), SEM = ME, (5.64) 
L'hypothèse M%=— Ï'# entraîne les inégalités 
{0 (xt) > 0, (0) (x) > 0, sEM — M. (5.65) 
Retranchons (5.62) de (5.63), il vient par suite de (5.64) 
a 20) (x) =0, i—=1,...,n, 
SEM Les M1) (5.66) 


(0) (xt) > 0, sE M — M. 


En vertu d'un théorème de l'alternative [39], ce système admet 
une solution s’il y a impossibilité de 


2 Gaibi >0, S € M = M, (5.67) 


où >signifie que l'inégalité est stricte pour au moins un s, € Mt. 
Le système (5.67) étant résoluble, nous avons abouti à une contra- 
diction. Une solution en est par exemple chaque vecteur E porté 
par une droite joignant tout point intérieur au domaine admissible 
du problème (5.60) et xl, qui est dirigé dans le sens des valeurs 
croissantes de la fonction économique (p, x). La contradiction obte- 
nue prouve que M = M'Y et on est donc dans les conditions (5.59). 

Les développements suivants s'effectuent par analogie avec ce 
qui précède. 

Soit le problème 


» Piti —> MAX, 
ti (5.68) 


ñ 
> Qsiti Us S € M, 
{== 1 


et soit 2° un vecteur d’équilibre de son modèle physique à ra = qd 
et M l’ensemble défini par 


>0, s€M®, 


20) (2%) O0, SEM ME. (5.69) 
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Posons 
2x0), sCM®, 
® { A (5.70) 
0, sCMI\XM®, 
et considérons le problème avec contraintes déplacées 
D Piti—> max, 
ti (5.71) 


n 
2 
2 Gniti Lys — Ps ) scCM®. 


Soit x? un vecteur d'équilibre de son modèle. Les quantités 2° (x®) 
définissent un sous-ensemble M par les conditions 
UT (2 
20 (2) — Ÿ 1) D 70 SEM . 
s . 8 <0, sEM®X M®, 


Z Gsili 
im 
analogues à (5.58). Les conditions d’inclusion 
M'SM®cM®, MMS = 0 (5.73) 


se démontrent de même que (5.59). On poursuit dans la même voie 
et on ramène (5.1) à une suite de problèmes relatifs à l'équilibre 
des modèles physiques à un même g, donné à l'avance qui simulent 
des problèmes de la forme (5.47). 

La suite obtenue vérifie la condition importante 


MS =M® 5... M 2m" (5.74) 


(5.72) 


qui résulte de 
MS S M9 2M2 35 M3 ... = M9 3 
MO = MoN = yes = je" + 1) D. (5.75) 


Les problèmes d'équilibre, i.e. les problèmes de maximisation sans 
contraintes, sont en nombre fini, ce qui découle de 


MOMIE G, a—1,2, ...,a*—1. (5.76) 
L'estimation 
a"<m—m"*<m—1 (5.77) 


est évidente. 

Le nombre a* est défini en cours de route par la condition 
M*+1) = @G. Ainsi, le vecteur cherché 2@*) qui optimise en 
général la fonction économique (p, x*) = (p, x2*)), définit l’état 
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d'équilibre du modèle physique du problème 


2 Pit; — Max, 
1 (5.78) 


ñn 
* * 
2 ait Le — a ', sc M" ), 


avec do = a fini. . 
Vu l'égalité Mta* — M**, le vecteur 2%* est solution du 
système d'équations 


Zeuti=b, SEM cn, (5.79) 


Les composantes du vecteur optimal w* du dual de (5.1) sont don- 
nées, selon (5.49), par les formules 


+ «a, S € M°° — M°”°, 
(0, seMXM". 


On rappelle que le vecteur z%* peut en général être un vecteur 
irréalisable du problème (5.1) et que l’unicité de la solution de ce 


dernier est une condition suffisante pour que 2@*) = z*. Le calcul 


des coordonnées de zt«* doit donc être suivi de la vérification de sa 
réalisabilité. La réponse négative signifie que le problème (5.1) 
admet plus d’une solution et que l’ensemble X* des solutions opti- 
males coïncide avec l’ensemble des solutions du système } 


Ÿ a a = be; sc M", 
Fey DS Lb,, SEMXM*. 


S'il faut se passer du test mentionné et d’une solution de (5.81), 
on obtient le vecteur optimal en remplaçant le problème primitif (5.1) 
par son dual. Les quantités w* des formules (5.80) représentent 
alors les coordonnées cherchées du vecteur optimal. 

Lorsqu'on résout a«* problèmes portant sur l'équilibre des modèles 
physiques, on utilise deux premiers algorithmes du chapitre III. 
Fixons la marche des calculs dans le cas du deuxième algorithme. 
Dans la méthode exposée, on aborde à chaque pas deux problèmes 


d'équilibre. À pas & on définit deux vecteurs 2%) et z@), dont le 
premier donne l’état d'équilibre du modèle du problème 


(5.80) 


(5.81) 


L43 


he 
CCS 


3 | 


(5.82) 
> Guiti LD seM“ 
= 1 
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et le second l'équilibre du modèle physique de 
2 Piti > Max, 
t= (5.83) 
D ait LV s— 85”, seM®, 


le parametre étant ÿo—a dans les deux cas. 

Ici M1 est l'ensemble des valeurs de l'indice s telles que 
210 te D 0 M® se définit par les conditions z{° (x ®) > 0, 
sCM®, et les quantités B{” sont données par 

PB =2 ()>0, seM, (5.84) 
pl —=0, MO=M. 

Selon (3.31), les formules de récurrence donnant le vecteur 2%) 
d'équilibre du modèle de (5.82) s'écrivent pour G=a—= |a,l 


se M, 
a+ LQ, (re, 0, MT), 51, ...,n, v—0,1..., (5.85) 


pour o = a = ||a,|, sE M, v étant le numéro de l'itération, 
too = za D Jim rt@av = 7), 


V'—00 
Me {s40 (D) 0), 
(2; (x, 0, M1) = 
pi— OÙ, ai (2) 1 [2 (20) )] 
«eñ(a-1) 
a » | asi | ’ 


V 
=" + 


AO (xt) = S ant" —b,, SEM, 
ici 


Les composantes du vecteur z%) d'équilibre du modèle physique 
de (5.47) sont calculées moyennant les formules analogues 


NF Q, (20, BD, MO), 21, ...,n, v—=0,1, ..., (5.86) 
avec 120 
g(9)0 = Ja), lim TAN = yo), 

Vo 


&) — {s | 20 (aa) — p{® > 0}, 
Br =20 (2@), sc M, 
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Q, (2), BO), M) — 


pi D, ou (20 (2 09)4 009) 1 (200 ON) +0) 


# (œ) 
_ AOL + sEM 


a » | asi | 
seM(@) 
i=1,2,...,n. 
L’organigramme de l’algorithme est représenté fig. 5.1. 
En plus qu’elle ramène le problème général de programmation 
linéaire à 2x* (nombre fini) problèmes de maximum libre, la tech- 
nique décrite plus haut jouit de la propriété importante que la 
dimension de chaque problème est strictement inférieure à celle 
du problème précédent. On note également qu’on n'effectue aucune 


opération arithmétique sur les écarts très insignifiants des contrain- 
tes actives en chaque point optimum. 


EXEMPLE. 
ZT, + 9Xs —+ Max, 
—2% + To 2, 
—3r, + 41,12, 
TZ + 2214, 
IT, — 4TeL 12, 
—2 SO, —2,<0. 


Normons la matrice des contraintes de façon à remplir la condition 


2 2 
a= 2 leul+1= 2 pl+1=7, sCM=(1,...,6), 
il vient 
Zi + 9Z2 —+ max, 
—4r,+22<4, 
—Êrtinet, 
271 + 427 L 28, 


18 24 72 
TATT ALT: 


— 617,0, —67<0. 
Avec le premier ou le deuxième algorithme du chapitre III, on 
trouve l’état d'équilibre du modèle avec q = a = 7: 


2x = (3,900143; 6,00485). 
10—0680 
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A (0 { Î A, 10) . 
SEM mu M; Di mr 0 M); =, 2,0 


x'mlim x 
7-00 
MO ue" 0) 


A A (1)Jef (1) 1)).: 
sem" £(02x), £; 7 =S;(x Ê MO imtsn 


EE 


Y—00 
af A 
Mt s/25€")>0} 
EN M”? 
; 
1 1 
[ ( 
F { 
-1) pp et) 


SEM QD (DOME); =. 


r'=/im æ'*/? 
V — 00 


M) 1/2 (x'*) pe 0f 


j À A e A ‘ . 
SEM E0 mi) LUE mm Q)(LOY E MIE); = 1. n 


ZL'Oe lim L: (œ)y 


V = 
M2 f5/2(È%)>0) 
zx (œ) M'® 
Fig. 5.1 


A l'équilibre 2 le vecteur 2% (z)) vaut 

20 (x) — (—7,600224; 0,257143; 3,8001 ; —20,8284 ; —23,40086 ; 
— 36,00291). 

Les conditions (5.56) donnant M entraînent 


M9 42,3}; MY M={1, 4,5, 6). 
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Les déplacements se calculent par les formules (5.56): 
pin — po = pi = pr 0, 8 — 0,257143, BS° = 3,8001. 


Les quantités B!, s = 1, ..., 6, sont les composantes du vecteur 
optimal w{4)* du dual du problème à matrice normée parce qu'on 
a évidemment M — M*. On aborde à la phase suivante l’équi- 


libre du modèle avec le même 4 = 7, mais où les seconds membres 
des contraintes diffèrent de ceux du problème normé par les quanti- 
tés BP, s — 1, ..., 6,i.e. c'est un problème du type (5.57). Comme 
M® = M, l'équilibre cherché est le vecteur optimal z*. Utilisons 
de nouveau le premier ou le deuxième algorithme du chapitre III, 
il vient | 
= rt =(3,2000251 ; 5,400105), 
max (p, z)=(p, T°) = ri + 522 — 30,2. 

Le dual du problème original (non normé) a pour vecteur optimal 


o as y) 
Up * s=1,...,6, 


avec 
2 


2 
las {= Ÿ aul+t la] À 1099144127. 


Ses valeurs numériques sont 


+ # * # k 8 « — 
Wa =, = Vi = WG = 0, Wi=+ WE = 0,3, 


4 
wi = we = 1,9, 


$ 5.4. Méthode d'homothétie 


La possibilité de réduire le problème de programmation linéaire 
(5.1) à un nombre fini de problèmes de maximisation sans contrain- 
tes découle du Théorème 5.1, mais le nombre Q du théorèmes'avère 
souvent très grand (c'est surtout vrai pour des problèmes à plusieurs 
variables), ce qui implique la nécessité de calculer de nombreux ité- 
rés à une précision élevée. La technique de déplacement des contrain- 
tes du paragraphe précédent aplanit cette difficulté en ramenant 
la recherche des vecteurs optimaux du couple de problèmes associés 
à la résolution d’un nombre fini de problèmes de maximum libre. 

Si l’on ne s'intéresse qu'aux composantes du vecteur optimal du 
dual, la réduction en question aboutit à deux problèmes en tout 
à condition d'utiliser l’homothétie. En effet, on soumet le domaine 
admissible du problème (5.1) à une homothétie directe dans un 


10% 
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rapport suffisamment grand pour que le vecteur d'équilibre 
Z (Qo), Go > 0 donné quelconque, vérifie les conditions (5.5) ($ 5.2). 

Soit 4) = à (comme au $ 5.3) et soit z® un vecteur d'équilibre 
du modèle physique de (5.1). Assimilons 2° à une nouvelle origine 
des coordonnées et posons x = 2° + n, il vient l'ensemble des 
vecteurs réalisables n défini par les conditions 


à um — 20 (2x9), SEM, (5.87) 
où 
z(0) (x) — à dar) — Ds, S € M. 


On transforme par homothétie directe Ë — Àn l’ensemble (5.87) 
en l’ensemble des vecteurs Ë défini par 


5 ati —AN (20), SEM. (5.88) 


Soit le problème de programmation linéaire 


D Pi: — max, 
ti (5.89) 


n 


D aubiS —ANV (20), SEM, 
{on 


obtenu de7(5.1) par homothétie directe de centre 2%. Comme dans 
deux figures homothétiques les droites qui joignent deux points 
correspondants quelconques sont parallèles et dans un rapport 
constant, on dit que 

+1) l'ensemble M* des contraintes actives en chaque point opti- 
mum, les ensembles des contraintes essentielles et inessentielles (*) 
se conservent pour tout centre d'homothétie 2% et tout rapport 
d'homothétie À > 0: 

2) les composantes du vecteur optimal w* du dual de (5.89) 
sont indépendantes du choix du centre d’homothétie 2° et du rap- 
port d’homothétie À > 0. 

Ces propriétés permettent la méthode qu’on va exposer et dont 
l'avantage est de calculer les composantes de w* sans qu'on ait 
besoin des valeurs très précises des écarts faibles des contraintes. 


En effet, si 4, = a et si le rapport d'homothétie est assez grand, les 
écarts 


y (x(a)), SEM, 


(*) Voir $ 5.2. 
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des contraintes de (5.89) sont les composantes du vecteur optimal 
du dual de (5.1). On obtient donc une solution optimale du primal 
en travaillant sur le dual, i.e. on cherche l'équilibre du modéle 
physique du dual soumis à une homothétie directe dans un rapport À 
suffisamment grand et on calcule les écarts des contraintes à l'équi- 
libre. 

Le centre d'homothétie peut être un point quelconque et si l’on 
insiste en l'occurrence sur le point d'équilibre 2° (a), c'est unique- 
ment en raison des considérations suivantes: 

1) On réduit sensiblement la dimension de (5.89) par élimination 
des contraintes vérifiées avec le signe << à l’équilibre x, i.e. on 
substitue à (5.89) le problème 


2 Piëi —+ Max, 
(5.90) 


1 


D anti — A2 (x 0), SsEMHCM, 
ii 


avec M défini par (voir $ 5.3) 
M = {s] 20 (20) > 0}. 

2) La propriété M® = M#*, conséquence du Théorème 5.2, fait 
que le point 2° approche bien au départ la solution du problème 
d'équilibre du modèle physique de (5.90). 

On conçoit de plus qu’on n’a pas besoin de calculer les coordon- 


nées de 2% avec une grande précision. Le problème préliminaire 
de définir 2° et la recherche de l'équilibre du modèle physique de 


(5.90) avec le paramètre qg, — a se prêtent aux algorithmes du cha- 
pitre III. Ainsi, on a le 

THÉOREME 5.3. On suppose qu'il existe un nombre Q suffisamment 
grand tel que w (qo) défini par (5.2) (où x (Go) est un vecteur d'équilibre) 
optimise pour tout Qo, 40 >Q, le dual de (5.1). À lors il en est également 
pour À>Q/a, de &,(E(a)) défini par les formules 


be (E (a)) = 
_ . {O, À a, iË: (a) + Az0 (x®)} | s£ M, (5.91) 


0 se M/M, 
avec E (a) un vecteur d'équilibre du modèle physique à q,=a de (5.90). 
DEMONSTRATION. Si z (qe), 02>0, réalise l'équilibre du modèle 


physique de (5.1) ety (qo) est le vecteur d'écart de ce problème à l'état 
z (4), une homothétie de centre 2° et dans un rapport À fait cor- 
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respondre à z (do) un point E où les écarts des contraintes de (5.90) 
sont 


__ [AYs(do), sEM**, 
e, ® = O, SEM M®#, 


Les composantes du vecteur y (4) vérifient les conditions d'équilibre 


(5.92) 


es 


D) auiÿs(go) = pn  t=l,-..,n. (5.93) 
scMé* 


Le vecteur £ détermine l’équilibre du modèle physique à paramètre a 
du problème (5.90) si l’on est dans les conditions 


SO auits(E)=pn i=1,...,n. (5.94) 
sEM() 
On en tire en multipliant par À et compte tenu de (5.92) : 
2 Gsiÿs (Go) = À pi) i=1,...n. (5.95) 
scMee 


On a par identification de (5.93) et (5.95): 
_ %w < © 
ÀA=-->—. (5.96) 


a 
Ainsi, le vecteur & (£) d'écart des contraintes du problème (5.91) 
est égal au vecteur optimal du dual de (5.1) avec la condition (5.96), 
c.q.f.d. 


REMARQUE 1. Dans l'algorithme de déplacement des contraintes 
(voir $ 5.3) l'homothétie dans le rapport À = 2 s'effectue au plus 

— 1 fois, m, étant le nombre d'éléments de M‘ Aussi À de la 
méthode d'homothétie s’évalue par 


1< 2"! 
et par 


1S2"17" 
pour (5.1) admettant une solution unique. 


REMARQUE 2. Physiquement, le Théorème 5.3 signifie que dans 
toute transformation quasi statique isotherme produite par la varia- 
tion du paramètre À dans l'intervalle Q/aSAi< “+00, le modèle 
physique du problème (5.90) et le thermostat sont en équilibre ther- 
mique mutuel, c'est-à-dire le travail correspondant fourni au système 
est égal à la variation de son énergie potentielle. Par suite de cette 
propriété du modèle physique de (5.1) on a w (À) = w* pour À>Q/a, 
i.e. le vecteur w (À) ne varie pas avec le paramètre À. Rappelons que 
les modèles remplis de liquide incompressible jouissent de cette 
propriété pour tout À, ce qui nous a permis (chap. I) de déduire 
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de la loi de la conservation de l'énergie l'égalité des valeurs optima- 
les de la fonction économique des deux problèmes en dualité. 


$ 5.5. Méthode de variation des paramètres 
du modèle physique 


La méthode « primale-duale » que nous allons proposer présente 
plusieurs avantages et une riche interprétation économique. Nous 
supposerons pour simplifier l'exposé que les seconds membres des 
contraintes de (5.1), i.e. b,, ..., b», sont positifs, ce qui nous 
permettra de les assimiler aux quantités de ressources. Nous verrons 
que cette hypothèse ne restreint pas la généralité parce qu'on associe 
à tout problème de la forme (5.1) un problème analogue avec b un 
vecteur positif. Avant de passer à la méthode même on rappelle les 
deux premiers algorithmes du chapitre III. Lorsque nous avons eu 
à représenter physiquement un problème de programmation linéaire, 
nous avons supposé qu'à tout état vérifiant les contraintes les pres- 
sions dans les enceintes VF, V; sont égales à une quantité posi- 
tive qg, > 0. Il est évident que le système physique de la fig. 1.8 
reste un modèle si, à tout état respectant les contraintes, les pres- 
sions dans (Vi, Vf), ..., (VA, VS’) sont égales respective- 
ment à Qu, + + +» Am» OÙ ss S € M, sont positifs arbitraires. Le vecteur 
d'équilibre zx (q1, - - ., 4m) est pour ce modèle une fonction de m 
paramètres qui vérifie la condition 


lim ACTE ….) Im) = z*, 
[gli->00 
avec || g|| une fonction définie positive des paramètres q, . . ., Qm- 
On généralise facilement le premier et le deuxième algorithme du 
chapitre III et on obtient les formules de récurrence pour le vecteur 


* 


Z (Guy + + +» Om) A’équilibre du modèle physique à "#7 paramètres. 
Ainsi, le deuxième algorithme s'écrit 


(v+1) (2; (zx), l € N:, 
Li == 


Q, #9 1 (EL LENS 6-97) 
DT Bol | Ÿs (x) 
Q, (20) = 2 Te 5.98 
GIE Ÿ Glaul B-8) 
sEtf 
Zs (x)1 [Zs (20), S € Mi, 
(v)) — O 
Zs (x)) — >» CAT: — b,, SE M, 
1EN 
v—=1,2,..., 


pour le problème (1.18) (voir (3.31) et plus loin). 
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Il y a intérêt à introduire de nouveaux paramètres dans (5.98), 
à savoir 


gs 
Ta || ls Il L € 1 
ce qui donne 
Pi— > GslsiUs (x) 


Q, (20) = 20 Le EN EN. 5,100 
AUTRE DAPTEET re (5.100) 
s€ 


S'agissant du problème (5.1) on obtient les formules correspon- 
dantes en posant NM = Set M;,= © dans (5.97) et (5.99). 
Soit g® = (gf”, ..., gm) > O0 un vecteur arbitraire et æ#° un 
vecteur d'équilibre du modèle physique à q® variable du problè- 
me (5.1). A l’état z° l'ensemble M des contraintes de (5.1) se divise 
en deux parties M® et M X M disjoints telles que 
à >0, scM® 
Zs (x) (0) 
<0, sCMXK M. 
Aux termes du Théorème 5.2, les coûts duals des contraintes (a,, z)< 


Lbs, SE Mi M, sont nuls si bien que le problème original (5.1) 
équivaut à 


n 
{mi 


n 
> Gsiti ds SEM. 
mi 


Le domaine admissible de ce problème contient un point intérieur Z 
et il devient 
n 


> pis — max, 
{mi 


à CRIE scM®, 
avec d un vecteur © 0, par la transformation 


=2+E. 


On admet donc la positivité du m-vecteur b = (b,, . .., bn) 
des seconds membres des contraintes de (5.1) (*). 


(*) Le $ 7.4. présentera une méthode analogue qui joue en programmation 
non linéaire. On se passera cette fois des hypothèses supplémentaires. 
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Considérons le problème auxiliaire à contraintes homogènes 


n 
2, Piti —> Max, 
au (5.101) 


LL 


D aux<0, SEM. 
nt | 


S'il existe un vecteur z* qui optimise (5.1), le problème (5.101) 
a pour vecteur optimal un vecteur nul. Ce résultat découle de l’indé- 
pendance des conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité du 
vecteur Àx* de 


(2 


s IE 


> Gsiti Ds; S € M, 
1=1 


par rapport au paramètre À (voir $ 1.4). 

Soit z (gi, -  » Am) le vecteur d'équilibre du modèle physique 
de (5.101) qui correspond au vecteur variable q = (q, . . ., Qm) 
donné et y (qu, - -., 3m) le vecteur d'écart des contraintes du 


problème à l'état z(g, ..., Qm). Le vecteur x (qu, : .., Qm) est 
évidemment un vecteur réalisable de (5.1) sous les conditions 


n 


PA (gs 9 {m) — 2 CAET (Qi ….s Im) < Ds) SE M. (5.102) 


La méthode de variation des paramètres consiste à remplacer (5.1) 
par la recherche des paramètres du modèle physique du problème 
auxiliaire à contraintes modifiées pour lesquels le vecteur d’équilibre 


T (Qi +: 9m) du modèle optimise le problème original (5.1). 
Un vecteur des paramètres g* tel que z (g*) = z* est dit optimal. 
x (g*) vérifie évidemment les conditions 

n 

2 Piti (g*) —+ max, 

in (5.103) 

Ê, Gsiti (g*) << ds, sCcM. 


On peut dire que c’est un problème de programmation mathéma- 
tique où l'on cherche les composantes qg*, ..., qn du vecteur g*. 
L'algorithme de résolution est décrit ci-dessous. 

Soit g® © O0 un vecteur quelconque. Utilisons les formules (5.97), 
(5.100) et calculons les composantes du vecteur z (g®) d'équilibre 
du modèle physique de (5.101). On note qu'on prend pour approxi- 
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mation initiale b, = 0, s € M, et le vecteur nul, vecteur optimal 
de (5.101), de ces formules. Soit ensuite y (g°) le vecteur d'écart 
de ce problème à l'équilibre x (qgt°): 


Ya (g®) — >» ait (g®), scM. (5.104) 
1=1 


Comme g,=g;/||a,|l, la différence entre la pression dans V‘” et 
celle dans V£*’ vaut 


ws(g)= ya (ga), SEM. (5.105) 


Etant donnée la condition (5.102), l’approximation suivante du 
vecteur g* est donnée par les relations 


qs'ys(g)= Qu be SEM. 
Ainsi, _ 
qi — g HG , sC M. (5.106) 


I1 en résulte que g, croît (g# > gs)! si y, (4) est supérieur à b, 
et décroît dans le cas contraire. 

L'étape suivante est le calcul des composantes du vecteur x (gt) 
d'équilibre du modèle à qg‘” variable de (5.101) et des écarts 


PACOE 2 auti(g®), SEM, 


à l’équilibre obtenu zx (gt). 
La deuxième approximation q% de q* s'obtient par les formules 
(1) 
gg, seM, 
analogues à (5.106). 
On aboutit évidemment aux formules récurrentielles pour les 
composantes du vecteur optimal g*: 


& ya (g(&) 
a! ETES sc M, (5.107) 
aæ—=0, 1,..., 
g*= lim gt, (5.108) 
Œœ—00 


et les vecteurs optimaux du primal et du dual s’obtiennent par 
22, (g#)=limz, (gs), (5.109) 
Œ — 


uw = w5 (q*) = QUys (q) = lim ay (a). SEM (5.110) 


Enfin, plusieurs remarques terminales. 
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1. L'algorithme exposé est en fait fini parce que M se décompose 
en deux sous-ensembles M* et M X M* disjoints tels qu'on ait 


of =>0, seMr*, 

lim q; 

Œ — 00 — 0, scM N MS. 

On reconnaît en Æ* le sous-ensemble des contraintes actives en 
chaque point optimum du problème (5.1) (voir $ 5.2). On limite 


donc naturellement le nombre de problèmes d'équilibre en se don- 
nant un € positif suffisamment petit et en posant 


(5.114) 


gi =0 si gi <e. 


Cette condition supplémentaire garantit la finitude de l'algorithme. 
La convergence de celui-ci sera étudiée dans le chapitre VII. On note 
qu'en programmation linéaire la convergence résulte du principe 
de Le Chatelier [36]. 

Les formules (5.107) entraînent les égalités 


lim y, (gt) = b,, scM*, 


+ 


wt=q$b,  sEM*, (5.112) 
ws = 0, sCM \X MY. 

2. La méthode a une propriété spéciale à tous les procédés de 
ce chapitre: elle évite les opérations arithmétiques sur les écarts 
faibles et les valeurs importantes des paramètres Q1, . . ., Qm- 
Or, ces opérations constituent en général des sources d'erreurs non 
permises. 

8. Le potentiel thermodynamique ® (x) (voir chap. II) du modèle 


physique de (5.101) qui atteint son maximum à l'équilibre x (q), 
s'écrit 


® (x, g) — 2 Piti —2 CRUE (gs) 
ou, en vertu de (5.105), 
Ds, = 2 pis — 21 w (9) ve (a). (5.113) 


La seconde somme est l’énergie de Helmholtz du gaz parfait du mo- 
dèle physique. A l'optimum gq?, ..., 4m, on a, en vertu de (5.112), 


ñn m 
Dinax (2%, 9%) = À Pari — 2 b,ui. 
1= Ss— 
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Comme (p, z*) = (b, w*) selon un théorème de dualité, on 
a Dax (7, 9) = 0. 

Ainsi, l'énergie de Helmholtz du gaz parfait contenu dans le 
modèle physique du problème (5.101) est égale pour q = g* à l'op- 
timum de la fonction économique du dual de (5.1). 

Economiquement, le potentiel thermodynamique signifie qu'à 
l'optimum des paramètres q, . .., 9m il est égal au revenu net de 
l’entreprise, i.e. son revenu total moins les dépenses encourues par 
l'achat du complexe des ressources b,, . .., b». 


CHAPITRE VI 


MÉTHODE DE DÉCOMPOSITION 
EN PROGRAMMATION LINÉAIRE 


S 6.1. Introduction 


Pour amener les chercheurs à l’idée de décomposer les problèmes 
de programmation mathématique et de planification économique, 
il a fallu plus que la nécessité de résoudre des problèmes à plusieurs 
variables sur des ordinateurs à mémoire rapide de faible volume. 
Un autre fait non moins important est que les techniques de décom- 
position des problèmes économiques constituent en fait des modèles 
mathématiques de planification et de gestion, processus qui suppo- 
sent la « division du travail » entre l'unité centrale et les systèmes 
formant l'économie. 

Ainsi, le problème de décomposition s'avère lié à la recherche 
de proportions rationnelles entre la centralisation de la planifica- 
tion et de la gestion d’une part et l’autonomie partielle des unités 
périphériques de l’autre, i.e. à la recherche de la structure rationnelle 
du système de planification et de gestion. 

La décomposition a une interprétation physique intuitive, et la 
méthode des liaisons redondantes détermine non seulement divers 
procédés de modélisation, mais aussi des algorithmes pour les proble- 
mes de très grande dimension. 

La place nous manque pour analyser comme il se doit les ouvrages 
consacrés à la technique considérée. Nous renvoyons donc le lecteur 
à des textes qui donnent une idée d'ensemble de la question et con- 
tiennent une bibliographie assez fournie [24, 35, 14, 15, 12, 4, 2, 31, 
10]. Une première méthode de décomposition pour les problèmes 
de programmation linéaire a été élaborée en 1960 par Dantzig et 
Wolfe [25]. Ces auteurs ont eu de nombreux continuateurs, et un 
nouveau chapitre de la programmation linéaire est né (voir p. ex. 
(24, 311). En 1962, Kornai et Liptak ont proposé une méthode ité- 
rative qui consiste à décomposer la matrice des contraintes en blocs 
formés avec ses vecteurs-colonnes [35]. Le problème original se 
sépare en un problème du centre (répartition des ressources entre 
les blocs) et en autant de problèmes particuliers qu'il y a de blocs 
(détermination des coûts duals des ressources affectées). L'unité 
centrale effectue ensuite une redistribution des ressources à la lumiè- 
re de l'information sur cette évaluation. 
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Cette approche du problème constitue une sorte de jeu « centre- 
blocs » où les stratégies du centre sont les matrices de la répartition 
réalisable des ressources et celles de blocs les coûts duals admissibles. 
Pour divers aspects de cette interprétation du problème de décom- 
position voir p.ex. [12, 2, 10]. 

L'inconvénient sérieux du procédé décrit est la nécessité de 
respecter les conditions de compatibilité des contraintes des blocs, 
qui déterminent la réalisabilité de la matrice de la répartition des 
ressources (*). L'élaboration de modèles physiques et l'étude des 
analogies que présentent les prehlèmes de programmation linéaire 
et la recherche de l'équilibre des systèmes physiques (voir [14, 15]) 
ont eu pour effet d'en finir avec ces difficultés. Nous avons proposé 
en 1967 [14], puis développé [15] une méthode de décomposition qui 
a une signification physique claire (il s’agit d'un transfert spontané 
à l'équilibre sous l’action des liaisons redondantes indépendantes 
du temps qui se succèdent de façon cyclique). En première étape, 
le problème initial se découpe en autant de problèmes d'équilibre 
indépendants qu'il y a de systèmes physiques isolés obtenus par 
introduction des liaisons redondantes du type parois. En seconde 
étape, on remplace ces liaisons par des liaisons redondantes du type 
géométrique compatibles avec les états trouvés antérieurement et on 
résout ce problème fort simple qu'est l’égalisation de la pression, 
i.e. la maximisation de l'entropie du système. Les problèmes de la 
première étape sont d'utiliser de façon optimale les ressources af- 
fectées aux blocs et le problème de la seconde est celui du centre 
(redistribution des ressources). Le rôle de coûts duals des ressources 
est joué par la grandeur w@), s € M, de la différence entre la pres- 
sion dans V@- et celle dans V*, volumes des modèles représen- 
tatifs des limitations de ressources des blocs. Chose importante, 
ua) ne sont en général pas que les coûts duals des ressources. Ils 
renferment également l'information sur l'incompatibilité des con- 
traintes des blocs, si bien que le problème d’égalisation de la pres- 
sion fournit une nouvelle matrice de la répartition des ressources, 
i.e. une répartition qui détermine à la fois l'ajustement des coûts 
duals d’une même ressource et une incompatibilité moindre des 
contraintes. L'interprétation économique de la méthode est très 
riche et la spontanéité du phénomène et le deuxième principe de la 
thermodynamique en garantissent la convergence monotone quel 
que soit le procédé de décomposition. 

S'agissant de la décomposition nous utiliserons donc des trans- 
formations physiques spontanées et notre action se réduira à modi- 
fier rationnellement les conditions extérieures. Rappelons (voir 
chap. III) que la variation des conditions extérieures par introduction 
des liaisons redondantes n'influe pas sur la spontanéité si ces liaisons 


(*) S'il y a incompatibilité, la fonction économique du d' al est non bornée. 
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sont indépendantes du temps et compatibles avec l’état actuel. 
Cette restriction ne diminue aucunement le libre arbitre dans le 
choix des liaisons redondantes et laisse toute latitude pour chercher 
dans toutes les directions. 


$ 6.2. Algorithmes de décomposition 


PREMIER ALGORITHME. Nous allons nous occuper du problème 
général de programmation linéaire 


n 


2) Piti + max, (6.1) 
7e < b 9 sCM,; 
7? >. S$STS ? 
Gsiti { —b,, s € M3, (6.2) 


z,>0, iC Na 


M;,={1,...,nu}, Mi={mi+1,...,m}, 
Ni={1,...,1u4}, Nr={ni+1,...,n} 


Supposons l'ensemble NV = W, [U W, des colonnes de la matrice 
lLa:ll décomposé en * ensembles disjoints M, MN, ..., Né, 
Tout N(@) pouvant comprendre des éléments de W, aussi bien que 
des éléments € W., on a la formule 


NO = NE UNE, 
où 
N® — {i EN. N N°, 
NO 2{HieN, N N°}. 
Ainsi, on est dans les conditions 
N=NOUN®...L Né, 
Ni=N® UNE LU... UNS, 
N=NS UNE U ... UNS. 
Nous utiliserons des concepts économiques et nous dirons qu'un 
vecteur b à m composantes b,, . .., b, est un vecteur des ressources. 
On verra plus loin que la décomposition de W n'est assujettie 


à aucune restriction formelle. La seule chose qui compte en l'occur- 
rence est la structure de la matrice || a.;|| du problème. Notons qu'il 
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s’agit du partitionnement de À =||a,,|| en blocs de m lignes 
F7 F— 7 
| | | | | 
| |. oi | 
| | [ | 
| || | | 
al en DT ee Lee ue [ie 
| | | | | 
| | | | | | 
|. | | | 
| || | | | 
Li 1 nn LL 
N'"? N'? ee. NK 


la matrice A(% ayant pour éléments 
an, s—1,2,...,m, ieN®, 
Etant donnée cette décomposition de W, le problème (6.1)-(6.2) 


se récrit 
h 


À 2, Pre: — MAX, (6.3) 
4€ 

k Ds S € M; 
ci 2 Fair = Ds SEM, 6.1 


mn>0, iEN®, a—1,...,k. 


Introduisons deux définitions qui nous seront utiles dans la 
suite. 


DÉFINITION 6.4. Toute matrice || b,.|| de dimension m x k dont 
les éléments vérifient les conditions 


h 

À bee | < bs; sCM\, 
Œumi L = D,, sCM:, 

s'appelle matrice de la répartition réalisable des ressources. 


DEFINITION 6.2. Une matrice de la répartition réalisable des 
ressources dont les éléments sont 


bn = D D aurt, SEMUMa=M; i—1,...,k, (6.6) 
1ENG 


(6.5) 
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z* étant vecteur solution optimale du problème (6.1)-(6.2), s'appelle 
matrice de la répartition optimale des ressources. 
A condition de prendre b,, pour inconnues dont on ne sait rien 


sinon qu'elles vérifient (6.5), le problème de départ s'écrit de façon 
équivalente : 


R 
D D pit > max, (6.7) 
a=1 ;en(a) 
» Œsiti — sa —=0, sCM, (6.8) 
ieN(&) 


2:>0, àiEN, aœ—=1,2,...k, 


k < Ds; sCM:, 
D be | _p sEM, (6.9) 


On en imagine sans peine le modèle physique avec k sous-modèles 
des problèmes 


ai 


2. Pili — Max, (6.10) 
iEN 
> Gsili — Vga = 0, SEM, 
EN C®) (6.11) 
20, ENS, 


reliés entre eux par des systèmes de volumes communicants qui 
modélisent les contraintes (6.9). La fig. 6.1 visualise le modèle en 
question et les fig. 6.2 et 6.3 représentent le modèle du système 
d'équations et d'inéquations (6.9) et celui d’un des blocs (6.10)-(6.11). 
La structure du modèle physique du problème de programmation 
linéaire (6.1)-(6.2) mis sous forme (6.7)-(6.9) conduit naturellement 
à la méthode de décomposition suivante. 

Soit || b® || une matrice de la répartition réalisable des ressour- 
ces. On l’obtient de diverses manières. On choisit par exemple des 
quantités b®% telles que 


D 1er] 

ieN(a 

De 5 ——— (6.12) 
D D laul 
a=1 ieN(@) 

s=1,...,m; aœa—1,...,k. 


Avec cette || b® ||, on a b® = 0 pour les blocs qui n’utilisent pas 
la ressource s. Le vecteur af” — {al% | i € N(@)} est évidemment nul 
pour ces blocs. Nous vérifierons dans la suite que tous les s et 
tels que b® — 0 satisfont aux égalités 

0= DS = bd = be = ... 


11—0680 
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Si bu —= be sont fixes, i.e. les tiges correspondantes sont encas- 
trées, le modèle physique de (6.7)-(6.9) se décompose en Æ sous-modè- 
les isolés à paramètre q > 0 qui représentent les problèmes (6.10)- 
(6.11). Ces modèles sont déjà familiers au lecteur et leurs états d’équi- 
libre s’obtiennent par les algorithmes du chap. 111. 11 convient 


1{ | H 
| 7 TS 


ENT ÿ 
p'Y{p/ien D x 


de noter que la matrice || b®]|| étant choisie quelconque, il y a peut- 
être incompatibilité des conditions (6.11), mais on sait des le $ 2.3 


que la compatibilité n'est pas, pour @, fixe, une condition nécessaire 
d'équilibre d’un modèle physique à gaz parfait. Cette circonstance 
avantage grandement la méthode proposée. 


Soit æ° (q,) un vecteur d'équilibre du modèle physique du problè- 
me (6.7)-(6.9) soumis à des liaisons redondantes du type b. = b, 
sEM, œ—=1,...,k. Ainsi, les composantes du vecteur 2° (qi) 
coïncident avec celles de za) (g,), &« = 1, ..., k, vecteur d'équi- 
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libre de À modèles physiques de (6.10)-(6.11). En étape suivante, 
on résout le problème relatif à la redistribution des ressources entre 
les blocs, i.e. on recherche l’approximation suivante || b% || de la 
matrice de la répartition optimale || b%|. On remplace à cet effet 


Fig. 6.2 


les liaisons redondantes b,, = bc, s E M, œ=-1, ...,\k, par les 


liaisons redondantes x; — 2? (go), i = 1, ..., n, i.e. on fixe les 
positions des tiges correspondantes dans les états d'équilibre trouvés 
à l’étape précédente. Le travail des forces extérieures est évidem- 
ment nul pour cette introduction des liaisons redondantes x; — x? 
compatibles avec l'équilibre obtenu, ce qui signifie la spontanéité 
des transformations au sein du système physique et, partant, la 
validité de la condition principale de convergence de l’algorith- 
me. 

Il découle de (6.7)-(6.9) qu’en présence des liaisons redondantes 
z = æ (Go) la définition de la matrice || b‘?||, i.e. le problème d'équi- 
libre, se sépare en m problèmes simples qui consistent tous à obtenir 


11% 
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l'état d'équilibre ou bien du modèle de 

k 

D bsa Ds 

G=i . 


bya = Pa (220), œ—1,...,k, 
(cas s € M), ou bien du modèle de 
k 
> Dia — b,, 
a=i 
ba = Psa (2(2)0), a= 1, 7 k, 
(cas sC M2). Ici 
Psa (20) — > asiti 
ieN(@) 
sont des nombres connus. 
(x) 


re a. x) = fr. lie ni 
p'%> 1 ® . D }s { 2 fée ni} 


Fig. 6.3 


Les problèmes (6.13)-(6.14) ou (6.15)-(6.16) sont si simples qu'on 
obtient pour les éléments de || b® || des formules de calcul finies. 
Chose importante, les conditions (6.13) ou (6.15) sont représentées 
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par un système de volumes communicants remplis de liquide incom- 
pressible, ce qui les garantit à l'équilibre, i.e. on constate la réalisa- 
bilité de la matrice de la redistribution des ressources || b{}||. 
La fig. 6.2 représente le modèle d’un des problèmes (6.13)-(6.14). 
Il devient le modèle de (6.15)-(6.16) si l’on fixe le piston du cy- 
lindre inférieur à gauche dans la position b, repérée par les butées. 
Les volumes de la colonne gauche (modèle des conditions (6.13) 
ou (6.15)) sont remplis de liquide incompressible et ceux de la colonne 
droite contiennent un gaz parfait en quantité telle que les pressions 


intérieures égalent sous les conditions (6.14) une quantité donnée %. 
Désignons par w, la force appliquée à chaque piston des cylindres 
de la colonne gauche. Elle est évidemment égale en valeur absolue 
à la différence de pression dans deux systèmes qui modélisent (6.13) 
ou (6.15) (*). Soit w,, la force agissant sur le piston qui repère be 
et est situé à l'intérieur du cylindre du bloc & à gaz parfait (fig. 6.2, 
à droite.) Les conditions d'équilibre du modèle assujetti aux liaisons 
redondantes x = 2° sont données par une formule simple 


pY=w, a=1,...,k, (6.18) 


R 
=0 pour Ÿ, bi} <b,, 
=! 
w, : 


k sCM.. (6.19) 

> 0 pour ŸY bb—b, 
a=1 

Avec s appartenant à M,, w, peut être positif ou négatif (**). On 


obtient wf% comme fonction des quantités cherchées b!{2 par recours 
aux formules connues 


ah 


l q 
We = Te Usa (bE, z(@)0) (6.20) 
& 


qui découlent de l'équation d'état des gaz parfaits et où 
las” 1=1+ D laul 
ieN(œ) 


Vu que les contraintes (6.11) sont des égalités, les quantités 
Ysa (bi, AN) se définissent, par analogie avec (2.24), à l’aide 
des formules, 


1 1 
Usa (bQ?, x(c)0) = Ze (b(), x(c)0) = D a ri) — bp), (6.21) 
iEN(a 


(*) L'aire de chaque piston étant 1, cette différence est numériquement 
égale à la force sollicitant le piston. 


(**) Sur les fig. 6.1-6.3 le sens positif est celui des aiguilles d'une montre. 
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Utilisons (6.17), il vient 
aa (bi, 20000) = Qua (2000) — bin - (6-22) 


Les conditions d'équilibre (6.18) et les formules (6. 20), (6.22) entrai- 
nent le 


LEMME (6.1. S'il exisseuna=æ«E€ F: 2,  k)etuns € M; 
qui vérifient à l'équilibre (b5%, bSy, . .. bu) l'inégalité 
Yso, (bar T0) = Pac, (200 — bia, KO, (6.23) 
on est alors dans les conditions u%}, = 0, « = 1,2, ..., k. 


Le lemme admet une interprétation économique simple. Si une 
ressource est excédentaire à l'équilibre pour un sous-système, elle 
ne peut être déficitaire pour aucun autre. 

Voyons quels cas peuvent se présenter en l'occurrence. 


1) SEM, et il existe un entier PAS Cr - , k) tel qu'on ait 
Ysia, (bŸ?, ra) <O à l'équilibre (ht, bis), 6, En vertu du 
lemme, 


PE Zia (x(0), @ — 1, 2, …. k, 
et, conformément à (6.18)-(6.19), 
wD=w,=0, a—=1,...,k. 


Ceci étant, on a, par suite de (6.19), 


kR 
à, b}} <b,, 


et on prend, dans le cas considéré, pour éléments de la ligne s de la 
matrice {|| b{}]| tout élément de l'ensemble non vide des solutions 
du système 


> DD LD, DD > pa (ze), a—1, ...,k. (6.24) 


Le plus simple est de choisir la solution évidente 
bin = Psa (x(2)0). 


2 sCM: et tout «€(1,...,k) vérifie à l'équilibre (bi, 
, b%) les inégalités 


Yu (DD, 200, a —1,...,k. 
J1 résulte alors de (6.20) 


Cond 


HEC = UE (Psa (x(210) —_ bb) =Ws > 0, a = 1, .k. (6.25) 
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D'autre part, (6.19) entraîne pour w, > 0: 


À bb, 


a=1 


Cette condition permet d'éliminer l’inconnue w, du système (6.25). 


En effet, on trouve en effectuant le produit de (6.25) par || a || 
et en sommant : 


h kR 
ad NT Ni 
Jo= | D) Pa (rte) — D) =w, >, [[a” |], 
a=1i a=i 
d'où 
U® (Go) = ——7 [ D Psa (x(2)0) — b) |= —— 2, (20). 
S'Ha y œ=1 > at |] 


a=1 


(6.26) 


Par substitution dans (6.25) et par des calculs simples on obtient 
les formules finies pour les éléments de || b® || dans le cas considéré : 


; Ia |] o _ 
an = Page (20) — —_— ———— 2, (2°). (6.27) 
S Hew il 
a—=1i 


3) sE M Les quantités y,, (bio, 2%) peuvent être de signe 
quelconque et les conditions d'équilibre impliquent l'égalité, donc 
le même signe, des w%, &« = 1, ..., k. En raisonnant comme dans 2), 
on aboutit à la formule (6.27). | 

Analysons les résultats. Dans tous les cas nous sommes partis 
d'un vecteur connu 2° = (z%, ..., x") qui est un ensemble 
ordonné des vecteurs ztl°,. 20 d’ équilibre des modèles de 
(G. 10)- (6. 11) avec bia = be donnés. Si b® sont inconnus, on cal- 
cule à l'état z° les quantités z, (1°) par les formules 


h 


Ù Pa (rt2)0) — be = 2, (20), (6.28) 
a=i 


et si s€EM, on a soit z,(æ#) 0, soit z,(1) > 0. Dans le premier 
cas, (6.27) entraîne DL > Peu (z(@)), i.e. on est dans 1). Dans le 
second cas, (6.27) entraîne bE << ps (2(2)0), i.e. 2). Quand s € H2, 
le signe de y.a (bs%, æ(@)0) n'a pas d'importance. 
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Ainsi, la formule générale qui donne les éléments de la matrice 
Ib I] dans tous les cas possibles s'écrit 


Ia || 
Psa (x(æ)0) — ————— Zs (x9) 1 [Zs (x0)], s£ M;, 
à I} at® |] 
= 
ja 1] 
kR 


h 
S He® 1 
(o L25 | 


CQ° 
ÉE 
] 
hr 


(6.29) 


Psa (x()0) — Zs (x®), S € M. 


On est ensuite ramené, une fois de plus, à À problèmes relatifs à 
l'équilibre des modèles physiques de (6.10)-(6.11) pour 


(1) . 
bia = 0%, s=—1, cs M, a = 1, .. k, 


i.e. on recherche par un algorithme du chap. III les vecteurs 2%), 


œ = 4,..., k, d'équilibre de ces modèles à paramètre q,. En 
seconde approximation, la matrice de la répartition optimale des 
ressources est définie par des formules analogues à (6.29), à savoir 


jp a |] 
Psa (CALE — —— —— 
Ÿ He 
CSS | 


28 (21) 1[2,(21)], SE Mas 


(6.30) 


bé = 


Ina |] 
k 
D Ha 
a=i 


et ainsi de suite. L'algorithme de décomposition par itérations se 
déroule donc par cycles à deux phases. Voici la description du k-ième 
cycle. 


Psa (x(æ)1) — Zs (x!), S € M, 


PREMIÈRE PHASE. On calcule les coordonnées des za) (q,), « — 
= 1,..., k, vecteurs d'équilibre des modèles physiques de # 
problèmes de la forme (6.10)-(6.11) à paramètre q, donné. On utilise 
le premier ou le deuxième algorithme du chap. III (voir (3.14)- 
(3.15), $ 3.3 ou (3.31), $ 3.4). 

Dans ces problèmes 


bu =0, s—1,...,m; a—=1,...,k. 


S'agissant du cycle initial, les quantités bf$% se définissent par les 
formules (6.12). 


SECONDE PHASE. On calcule les éléments de la matrice || bg" ||, 
i.e. l'approximation suivante de la matrice de la répartition opti- 
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male des ressources, par les formules finies suivantes qui rappellent 


(6.29) et (6.30): 


ao y LÉ, GapitcG 
Pau (227 (go) — 5 ——— 2: (27 (go) 1 [z: (2° (Go))}, 
bot 1 (G À ! “ ! SEM, 
Ge) on je | _ — 
Peu (2 (Q0)) — —— 552 (g)), SEM, 
{ D 1e” Il 
a=i 


s—=1,...,m; aœ—1,...,k. (6.31) 
On a pour Psa (212) (go)}, 25 (#7 (do), || as”? || 


Psa (ætor (Qo)) —= à. dits" (q (go); 
Î 


EN 
+ 
24 (8 (Go) = D Peu (87 (Ge) — ba, 639 
POUR > | Gsi |, 
ieN(@) 
s=1,...,m; a=1,...,k. J 


L'algorithme met en équation le transfert spontané à l'équilibre 
du modèle physique de (6.3)-(6.4) sous l’effet de l’introduction, puis 
de l’élimination de systèmes de liaisons redondantes indépendantes 
du temps. Conformément au deuxième principe de la thermodyna- 
mique, ces phénomènes donnent lieu à une décroissance monotone 
du potentiel thermodynamique. Il est tout aussi clair qu'on essaie 
à chaque cycle tous les déplacements virtuels du système de solides 
du modèle. Les conditions générales de convergence que nous avons 
formulées au $ 3.2 du chap. III sont donc vérifiées, ainsi que les 
égalités 


im ()=z(g)  limz()=2", 
Lim 8% (90) = bre (do), lim Dsa (0) = bre (6.33) 
s—1,...,m; a LE. J 
REMARQUES: 


1) Les formules (6.31) entraînent l'affirmation: si db, calculée 
par (6.12) est nul pour un couple d'indices s5,€(1, ...,m), &, € 


€E(1,...,X), alors br, —=0 quel que soit l'indice r —0, 1, 2, ... 
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2) On résout moyennant l'algorithme proposé le primal et le 
dual à la fois. Les approximations successives du vecteur optimal 
du dual de (6.1)-(6.2) sont définies par des formules analogues à (6.26), 
à savoir 

10 (go) = — 2 2,(2" (go)), S=1, ...,m, (6.34) 
D es” 
a==1 


et on est dans les conditions 


lim uw" (g)=w(go), lim w(g)="*. (6.35) 
r — 00 Qo—ox 
3) On peut construire l'algorithme de décomposition en emprun- 
tant à la méthode du déplacement des contraintes son idée de base 
(voir $ 5.3, chap. V). On obtient dans ce cas un nombre fini de 


problèmes d'équilibre pour des systèmes physiques représentant des 
problèmes de la forme 


AQ 
D Pit; —> Max, 


LE — 
» Csit} < Ds — ss sEANT:, 
fi = b,—$p$", SE M, 


wo—=0, 1,...,0", 


(6.36) 


avec w* le nombre de contraintes actives. Comme au $ 5.3, le para- 

mètre g est positif donné à l'avance si bien qu'on n’a pas à former 

la suite de ses valeurs croissantes. L’algorithme travaille de même 

manière, mais on remplace b, par b, — f{° pour le problème (6.36). 

Puisque g, ne change pas d’un problème à l'autre, toutes les quantités 

ae dépendent que du numéro w du problème et on est dans les con- 
itions 


limz(w)=zr(w),  z(w*)=zx*, 
lim D (w) = ba (D); bou (D*) = blu, 
r 00 (6.37) 
limuw!”(w)=w,(w), w,(0*)=w#, 
s—1,...,m; a—=1,...,k4. ) 
4) La matrice À —||a,;|| admet toujours une décomposition en 


blocs A(% en un nombre suffisamment grand pour que le problème 
de la première phase se résolve par des formules finies. La chose 
est par exemple aisée pour # = n, i.e. si le bloc À(®) est un vecteur- 
colonne de composantes as, s = 1, ..., m. En passant à la limite 
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pour v —+. co dans les formules du premier ou du deuxième algorithme 
du chap. III, i.e. en posant 


ati av = gl) — Z (do), 


on obtient facilement les formules finies nécessaires. (Nous conseil- 
lons au lecteur d'effectuer les développements qui s'imposent.) 

Dans cette méthode de décomposition simple, les dimensions de 
[Lasill et 11 b..1l coïncident, et il correspond, selon (5.6), aux éle- 
ments nuls de || a,;|| les éléments nuls de la matrice de la répartition 
optimale des ressources || b%{|. L'’algorithme doit en tenir compte 
d'autant plus que les matrices || a,;|| des problèmes de planification 
économique renferment beaucoup d'éléments nuls. 


Les expressions finies des coordonnées des vecteurs 2%) (40) 
d'équilibre des modèles physiques de (6.10)-(6.11) s’obtiennent tout 
aussi facilement si les blocs A(% sont des matrices à deux ou trois 
colonnes. La recherche de ces expressions serait un autre exercice 
utile. 


INTERPRÉTATION ÉCONOMIQUE. L'’algorithme décrit admet une 
interprétation économique suggestive. Si b,, ..., bn sont les 
quantités des ressources utilisées dans une économie linéaire el si 
l'on assimile (6.1)-(6.2) au problème de leur utilisation optimale, 
la décomposition proposée consiste à diviser l'ensemble économique 
en À sous-systèmes qui se partagent les ressources selon les directives 
du service central de planification. La répartition des ressources 
définie par la matrice || b,,|| conduit à morceler l’économie en 
unités isolées qui décident en toute indépendance de la gestion 
optimale des ressources à leur disposition. Ce sont les problèmes de la 
première phase de l'algorithme. Il y a intérêt à noter que l'agent 
central peut très bien ne pas connaître les fonctions objectifs des 
unités périphériques qui ne l’informent que sur leurs programmes. 
Cette information suffit pour apporter des corrections à la répartli- 
tion initiale, et la signification économique de la seconde phase 
est un ajustement tel qu’il y ait égalisation des coûts duals d'une 
même ressource dans tous les sous-systèmes qui la consomment. 
L'affirmation découle des conditions d’équilibre (6.18). Nous revien- 
drons à cette question dans le chap. IX, où nous examinerons cer- 
tains modèles de l'équilibre économique. 


DEUXIÈME ALGORITHME. Une autre approche du problème de décom- 
position consiste à diviser la matrice || a,;l| du problème général 
de programmation linéaire (6.1)-(6.2) en blocs composés de ses vec- 
teurs-lignes (*). 


(*) La variante décrite est proposée par A. Golikov. 
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Soit une décomposition de l’ensemble M des lignes de À —||a,;|| 
en r ensembles disjoints M‘, M‘, ..., M", avec 


MÔ=MP UMP M, MP cM,, MP <M, 
B — 1, Te 
Ainsi, 
M=M®UM®L...UM, 
M;,=M®UM®U... UMP, 
M=M2UMEU... UM. 


Si l’ensemble M\B) comprend m) éléments, le bloc A) est à mb? 
lignes et à 7 colonnes 


EE 1 
| | 
AP) | | mP) 
| | 
Lu ; 


Le problème de programmation linéaire prend maintenant la forme 
équivalente 


n 


D piti> max, (6.38) 
i=i 
& <b,, sEMŸ, 
à, GsitiB) b. SEM. (6.39) 
Xi; — Lip = 0, iCN, B — 1, 2,...,7; | 
2,0, iEN. (6.40) 


Le modèle physique correspondant est représenté par la fig. 6.4. 
Si le contenu en est un gaz parfait, tous les états {x;, x | iCEN, 
B=1,...,.r;, m >0ie N,} sont physiquement possibles et les 
valeurs x, (qo), .- - ., Zn (gs) des coordonnées x,, . .., x, du modèle 
à l'équilibre approchent aussi bien qu'on le veut la solution opti- 
male du problème (6.1)-(6.2) pour q, suffisamment grand. 

Soit 2%’, ..., 2% un ensemble arbitraire de n nombres positifs 
qui vérifient les seules conditions x{° > 0, i € N.. En présence de 
liaisons redondantes x; — x{°, i E N, le problème relatif à l’équi- 
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libre du modèle se sépare en r problèmes de l'équilibre des blocs 
a <b,, sEMŸ, 

= cf =b,, SEM, 

zip=12, iCN. (6.42) 


Ces problèmes se prêtent aux algorithmes du chap. III. 


(6.41) 


i= 


Fig. 6.4 


Soit z@,i EN, B = 1, ..., r, les coordonnées de l'état d'équi- 
libre du modèle à liaisons redondantes x; — 2”, iE N (*). En 
étape suivante, on recherche l'équilibre du modèle soumis à des 
liaisons redondantes de la forme 


LZip=tih, EN, P=]i,2,...,r. (6.43) 


On vérifie sans peine que cela revient à trouver l'équilibre du modèle 
physique du problème simple 


n 

\ 

— Piti-r MAX, 
ie { 


Zi =, iEN, B—=1, 2,...,r, 
z,2>0, LE No, 


(*) On note que xig sont indépendants du paramètre 4. 
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qui se décompose évidemment en x autres, plus simples encore, 
Pit; —> max, 
Zi = aTif, B—1, 2,...,r, (6.44) 
z>Z0 si iCM:, 


dont la solution s'obtient sous forme finie. Dans le cas considéré, 
le passage à la limite pour v — œ dans les formules du deuxième 
algorithme du chap. III conduit en effel aux formules finies 


1 -{ 0; (x®, Go); iCN:, 


i = _ _ | (6.45) 
Û; (xt, o) 1 [O; (x®, Go)]; l € Na, 


» 
Gi (2, %)—+[ 5 ri Pil, j—1,...,n. (6.46) 
B=1 % 
Une fois les coordonnées x!!, ..., x} de x‘! calculées, on reprend r 
problèmes relatifs à l'équilibre des modèles physiques des blocs 
obtenus à partir du problème original par introduction des liaisons 
redondantes du type zx; = x{. 
Ainsi, nous sommes une fois de plus ramené à des analogues 
de (6.41)-(6.42), qui consistent à chercher l'équilibre des modèles 
physiques des systèmes d'équations et d’inéquations linéaires 


SJ se MŸ?, 
1 “ie — b,, scMP, 


—zp= —2, iCN. (6.48) 


L’algorithme est donc une procédure cyclique dont chaque cycle 
se fait en deux étapes. 

PREMIÈRE ÉTAPE DU v-IÈME CYCLE. On résout r problèmes indépen- 
dants sur l'équilibre des modèles physiques des systèmes d'équations 
et d’inéquations linéaires 


(6.47) 


" <bs, SEM, 
ditisd s SE (6.49) 

1 = b,, sEMŸ, 
— zip —1N, iEN, f=1,2,...,7r. (6.50) 


SECONDE ÉTAPE DU vIÈME CYCLE. Soit (rip, ..., 258), B — 
— 4,...,r, les vecteurs d'équilibre des modèles physiques de r 
systèmes (6.49)-(6.50). On calcule les coordonnées du vecteur zY*? 
à l’aide des formules suivantes analogues à (6.45)-(6.46) : 


À ô; (x, Go) : iE NA, (6.51) 
6; (zx), Go) 1 [8: (x), Go)]» LC No 
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SA 


= (2), G)=— RES +2 |, i—1,...,n. (6.52) 
Si go 


La convergence de l’algorithme découle, cette fois encore, du deuxiè- 
me principe de la thermodynamique. 


Les deux algorithmes jouent évidemment si l’on débute avec le 
dual de (6.1)-(6.2). 


$ 6.3. Problème de répartition des ressources 


Considérons un problème de répartition des ressources et plaçons- 
nous dans une économie à deux entreprises ÀA,, À. et un centre C 
qui a pour tâche de répartir entre À, et 4, le complexe des ressour- 


ces B — (B"), BB, . » By) de façon à maximiser un critère 
d'efficacité. Soit MN — (NP, HD, ..., NV) et MN = (N°, 
N!®?,. va) les listes des activités de À, et 4, respectivement 
et Bi = (8%, ..., Br) et B2—(B, ..., B$%) les listes respec- 


tives des ressources disponibles dans À, et A: qui en définissent 
la capacité de production. 

On introduit les notations suivantes: 

1) DO —(b, ..., bn) — My-Vecteur de composantes les quanti- 
tés des ressources disponibles dans C. 

2) bD — (0, ..., bb) — m,-vecteur des ressources de À1. 

3) b® — (b;", ..., bd) — m,-vecteur des ressources de 2. 

4) [fast [| s=1, ... Mo; i—1,...,n,— matrice des coeffi- 
cients techniques, avec af}! la quantité de la ressource B;° con- 
sommée par l’activité V{? au niveau 1. 

5) [a ® |, s—1,...,mo; i—1,...,n2— matrice des coeffi- 
cients techniques, a 2) étant la quantité de la ressource B°° con- 
sommée par l'activité N° menée par À, au niveau 1. 

6) [a ||, s= 1, M; i=1,...,n,— matrice des coefficients 
techniques, où aÿ est la quantité de la ressource B;'” consommée 
dans l’activité N® au niveau 1 de l'entreprise A4. 

7) Hal, s—1,..., mo; i—1,...,n,— matrice des coefficients 
techniques, avec aff?’ la quantité de la ressource B° consommée 
par l’activité VF menée au niveau unité. 

8) r' (x, ...,2) et 22—(xf, ...,z%) — vecteurs des 
activités correspondantes. 

9) ph={(p;",...,p#) et p?—(p{,...,p#)=— vecteurs dont 
les composantes sont le revenu annuel produit par l’activité cor- 
respondante au niveau f. 
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On demande de maximiser le revenu annuel global, i.e. de définir 
les vecteurs 2‘! et 2° vérifiant les conditions 
ni n2 
\: 7 x» pe 
2 piozie + 3 plézt? + max, (6.53) 
1 


ni n? 
\i 0» ) \: , 2 0 . | 
>, ag ha EN a PP LE, s—1, ..., mo; 
{—=1 i= 1 | 
| 


ns 
$' ) p{1) ) 
>» a xf' <b;r, s= 1, oc.) Mi) 


i= 
n2 
D, art <b, s—1 m 
ANS: — 9 sc...) 27 


. 2 Q 
zx >0, i= 1, ..., UTE x! >0, i= 1, ..., No. 


/ 


Ce problème se prête naturellement à la décomposition et il se 
récrit de façon équivalente 


ni n2 
D px + pfzf” — max, (6.55) 
i4=1 i=1 
ni n2 
ÿ a EATE — b°° D ÿ a? 274) — po" 2) (6.56) 
Âi= i=1 
b°° 1) + b;°" 2) <bs, (6.57) 
S — 1, rs Mo, 
ni 
)..(1) (D) _— 
à si Li < 05 9 s=1, ss Mai; (6.58) 
x >0, i— 1, .._., Ni; 
S apr LE, s—1 m 
=: s CR 2 ee. 29 (6.59) 


z®>0, i—= 1, .. Po. 


Il ressort de la dernière écriture que (6.53)-(6.54) représente 
deux problèmes liés par les conditions (6.57). Prenons au départ 
une répartition quelconque b{0:1)(0), B(0.2)(0), s = 1, ..., mo, des 
ressources B° à la disposition du centre (*), qui n'est assujettie 
qu'aux conditions (6.57), il vient évidemment deux problèmes 
indépendants de programmation linéaire de dimension respective 
(mo + mu) X m1 et (Mo + Me) X nr, qu'on résout par simulation 
physique. La fig. 6.5 représente le modèle physique du problème 
(6.55)-(6.59). Il nous paraît inutile d'écrire l’algorithme de décom- 


(*) Les objectifs du plan peuvent être considérés comme des ressources. 
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position par itérations pour ce cas particulier de (6.7)-(6.8). Il y a ce 
pendant intérêt à noter que si les coordonnées zxf}, i = 1, 
2$”,i = 1, ..., n.,, sont fixes, les conditions d'équilibre du modèle 


FA 


renferment seulement les pressions g{:12(#+), g(@0.11(-), 90.21), 
g9.21(—) dans V{. 10), V0. 120), V0. 2) (+), yo. 2 —) qui "modélisent 
les conditions (6. 56). Ces conditions d’ équilibre, analogues de (6.18)- 
(6.19), sont de la forme 


wg” — g°? 0)(—) — q;" O)C+) _ — qe 02(—) __ qi 0H) (6.60) 
— 0, b°° D + bS" # < b;”, 
Ws (0° 1) (0+ 2) __ },(0) (6.61) 
>0, b, + ds, — ds u 
s=1,..., Mo, 


w'® étant encore la différence entre les pressions (de part et d’autre 
des pistons) dans la masse fluide du modèle de (6.57). Elles ont 
une signification économique simple: les programmes optimaux 
zx et x des unités périphériques et la répartition optimale des 
ressources par le centre sont tels qu'il y ait coïncidence des coûts 
duals attribués à ces ressources par les consommateurs. 

On montre que les résultats importants de la théorie des modèles 
économiques linéaires, qu'on envisage en termes du problème de 
répartition des ressources, découlent tout bonnement des principes 
connus de la mécanique analytique. Reprenons le modèle à liquide 
incompressible du problème en question (fig. 6.5) et considérons 


12—0880 
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son état. d'équilibre défini par les vecteurs 


TE | pi De .. - : 
2008 = (2009, 2009), DO D9 , 
po. D* 
p{0. 2° 
2000 = (20°, ..., 229), pt 29 
Un. po. 2)% 


Ici 20%, 22% sont les programmes optimaux respectifs des deux 
entreprises et b%.D*%, b0.2% Jes vecteurs-colonnes de la matrice 
de la répartition optimale des ressources. Les principes que nous 
allons utiliser sont déjà intervenus dans les chapitres précédents. 

1. Un système mécanique ou physique conserve son équilibre si on 
lui impose un nombre quelconque de liaisons indépendantes du temps 
compatibles avec l'état actuel [18]. 

Rappelons qu’une liaison 


f (xt, xt2) pC0. 1) ALL 9) = 0 
est dite compatible avec l’état 2td*, 202%, D(0,Dx, D(0,2% sj 
9 0,1)* (0,2) 
COLE: CLS p(0, 1) , p(0, 2) )=0. 


S'agissant du modèle du problème (6.55)-(6.59) ces liaisons peuvent 
être 


pt D 2 DO D, D ENT, (6.62) 
Il y a évidemment compatibilité avec l'état d'équilibre et l’in- 


troduction de ces liaisons a pour effet de diviser le modèle en deux 
sous-modèles isolés : 


ni 
>, p{xi — max, (6.63) 
1 
LU | 
2 aù Da DO D s=1, ..., mor (6.64) 
S aa DD, s—1,...,m 
En si "8 ? ’ 49 (6.65) 


2 >0, i=1, ..., UT 
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et 


n? 


à, pioxt max, (6.66) 


i=1 


0,2) (2 0, 2)% = 
D a UD 24, ..., ma (6.67) 


i=i 
n2 
à ar LE, s—1,...,ma, 


x‘? . 
Ti > 0, i—= À, EE CE 


Ainsi, le principe de conservation de l'équilibre d’un système 
soumis à des liaisons complémentaires compatibles avec l’état 
d'équilibre correspond directement à la répartition optimale des 
ressources centralisées entre les entreprises. 

2. Un système mécanique ou physique conserve son équilibre si l'on 
supprime cerlaines liaisons et si on leur substitue les forces de liaison 
équilibrées [38]. 

Appliquons ce principe (à qui certains auteurs donnent le nom 
de principe de la libération et d'autres de principe de fractionne- 
ment) à notre modèle et remplaçons les liaisons (6.57) par les forces 


B {Q1) 


(6.68) 


a! a” pi 


Fig. 6.6 


de liaison équilibrées qui sont évidemment wf°, us, ..., um. 
Il apparaît deux sous-modèles isolés et, partant, deux problèmes 
d'équilibre indépendants. La fig. 6.6 visualise l’un des sous-modèles. 
Comparons-le au modèle du problème général de programmation 


linéaire (fig. 1.8). Nous constatons sans peine qu’il représente le 
problème 


n1 mo 
à, pirzÿ — à w"/b$" + max, (6.69) 
i= { 
avec les conditions 
ni 
à af Ur. DO DO, s—1,..., mo, (6.70) 


12% 
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ni 


1 (11) (1) — 
2 aa LE, s—1,...,mu, (6.71) 


x >>, i= 1, .. UTE 
0,1 . 
b(2: ls — 1, ) My Ti L — 1. .…, ly, étant évidemment 


à déterminer. Eliminons bo. 5) de la fonction économique par les 
contraintes égalités (6.70), on a 


> (pt — S' wait 0) zf° + max, (6.72) 
VE s= 1 
AL) (D) _ 
2. ar LD, s—1,...,ma, (6.73) 
2 >0, i=1,...,n. 


L'état d'équilibre de l'autre sous-modèle est de même solution du 
problème 


n2 mo 
2 (p£ —2 wa" 2) 1Ÿ + max, (6.74) 


(2).,.(2) co __ 
À af x” Lb, S—1,..., m2, (6.75) 
2 >0, i = 1, ...s Po. 
Les fonctions économiques (6.72) et (6.74) ont une signification 
claire: c’est le revenu net des entreprises, i.e. le revenu rapporté 
par la production moins les frais de ressources centralisées achetées 
aux prix d'équilibre w{0), s = 1, ..., m,. Le principe de la libéra- 
tion permet donc une autre approche connue du problème en ques- 
tion [29], où les ressources ne sont plus réparties, mais sont vendues 
à des prix fixés par l'organisme central. 
Les vecteurs xt, x* qui définissent l’état d'équilibre du modèle 
de (6.55)-(6.59) et le vecteur w*® de composantes égales à la différence 
de pression dans les volumes représentant les conditions (6.57) cons- 
tituent, on l’a vu, un équilibre concurrentiel au sens de Gale [29]. 
S'agissant de notre problème, on dit que les vecteurs 21, 2° et uw”) 
définissent un équilibre concurrentiel s'ils respectent les conditions 
(6.57), (6.72)-(6.75) et si la condition 
ni n2 

D a: D 7fD + D a‘ D D b‘°? (6.76) 
= = 

entraîne wi — (. 

Nous avons établi la validité de (6.57), (6.72)-(6.75) à l'équilibre. 
Les conditions (6.76) découlent de (6.61) et de l’équivalence de (6.76) 
et de (6.57) (en vertu de (6.56)). Ainsi, à l'équilibre, les quantités 
wi, wS, ..., Wm, Sont les composantes du vecteur prix d'équi- 
libre. Tous les résultats se généralisent facilement à une économie 
ayant plusieurs entreprises. 


CHAPITRE VII 


PROGRAMMATION NON LINÉAIRE 


$ 7.1. Introduction 


On considérera dans ce chapitre un problème de programmation 
non linéaire qui s’interprète de même comme étant un problème 
relatif à l'équilibre d’un système physique ou mécanique soumis à des 
liaisons bilatérales et unilatérales. Toute solution est alors un vec- 
teur d’équilibre de son modèle physique ou mécanique et les condi- 
tions nécessaires et suffisantes d’optimalité résultent du principe 
des déplacements virtuels de Lagrange (voir Théorème 1.5, $ 1.4). 
Avec ce principe on aura le théorème de Kuhn et Tucker pour des 
fonctions économiques et des contraintes régulières. On constatera 
ensuite que les algorithmes qui découlent de la méthode des liaisons 
redondantes, se généralisent à des problèmes de programmation non 
linéaire. 


$ 7.2. Le principe des déplacements virtuels 
et le théorème de Kuhn et Tucker 


Soit un problème de programmation non linéaire qui consiste 


à trouver un vecteur zx = (z;,, ..., z,) qui vérifie les conditions 
f(Zis +. In) — Min, (7.1) 

FACIE ….) Zn) LO, sEMi=(1, ... mi), 
Es (Zu ---, En) = 0, SEMo=(m+1,...,m), (7.2) 


z > 0, IENo=(r +1, sn), 


avec f (x), 81 (t), - - ., £m (x) des fonctions continues qui admettent 
des dérivées partielles premières continues. 

Ce problème possède en général plus d’une solution et on recherche 
le minimum global, i.e. on doit minimiser la fonction f(x) sur 
l'ensemble des minima locaux du problème (7.1)-(7.2). Nous nous 
pencherons dans la suite sur la classe importante de problèmes avec 
f (x), &1 (T), - - ., Em (x) Convexes. Ce sont les problèmes de pro- 
grammation convexe pour lesquels tout minimum local est un mini- 
mum global [34, 37]. Commençons par rappeler certaines définitions. 
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1) On dit qu'un ensemble Q & E‘" des points x — (2, - .., Zn) 
est convexe si les conditions x! € Q et x® € Q entraînent 


AOL (A—A1)r9 € Q pour 0LAL1. 


2) Une fonction f (x) est dite convexe dans un domaine convexe Q 
si les conditions 2 € Q et x € Q entraînent 


Fr + (14) OLA (207) + (1 — 2) (©) 
pour O<AÀ< f. 

Si l'égalité n’a lieu que pour 2! = 2, la fonction f (x) est 
striclement convexe. 

3) Une fonction f (x) est concave si —f (x) est convexe. 

Pour divers critères de convexité et des théorèmes relatifs à des 
ensembles et fonctions convexes consulter [32, 34, 37]. 

4) On dira que le problème (7.1)-(7.2) a un sens si l’ ensemble. des 
vecteurs x vérifiant les conditions (7.2) n’est pas vide. Le problème 
(7.1)-(7.2) ayant un sens est possible (ou a une solution) si la fonction 
f (Zu - - +, Zn) est minorée dans (7.2) et atteint dans ce domaine 
son minimum. 

La propriété fondamentale d’un problème possible de program- 
mation convexe est la convexité de l’ensemble des solutions et l'uni- 
cité de la solution pour f (x;, . . ., z,) strictement convexe. 

Nous allons obtenir des conditions nécessaires et suffisantes de 
minimum pour un problème de programmation non linéaire. Nous 
procéderons du principe des déplacements virtuels de Lagrange 
sous l'hypothèse de la continuité des fonctions f(x, . .., x,), 


Ba (Es + + + Tn), + + Em (Æis * + +» In) €t de l'existence de leurs 
dérivées partielles premières continues. En effet, la fonction 
f(x, ..., x.) s'assimile à l'énergie potentielle d'un système méca- 


nique dont les variables d'état zx,, ..., x, satisfont au système 
d'équations et d'inéquations (7.2), expressions analytiques des 
liaisons bilatérales et unilatérales imposées au système. 
Soit x* un état.du système mécanique qui est compatible avec 
les liaisons et. tel que | _. 
| . f—0 pour sEMV ce M,, 
£s (xi, .…... 2) < 0 pour SC MIXM®, (7.3) 
= pour sEM:, 


=0 pour ieN® Na, 
> 0 pour ie NN. | 

Cela signifie que lorsque le système est dans l’état z*, les liaisons 
unilatérales g, (x) < 0 et x; > 0 sont actives respectivement pour 


sEM®et iE NA. Soit z* + Ôx un état voisin de z*. Le vecteur 
Ôxr — (ôx1, ..., Ôx,) s'appelle vecteur déplacements virtuels si 


zx" 


(7.4) 
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z* + Ôx est compatible avec les liaisons. Ceci étant, on a à des infi- 
niment petits d’ordre supérieur à 1: prés : 


ôx e 
X=xÉ Î 


ge (2° +62) = 2, (2°) + D) A 


En vertu de (7.3) et (7.4), les dévisc ments virtuels Ôzx,, ..., Ôzn 
remplissent donc les conditions | 


€ O0 pour SEM, .” un 
à Gad: S pour s€ M, (3) 
6z,>0 pour ie N°, (7.6} 
où 
__: Be 
dsi — ET xx 


Les liaisons unilatérales (s EM “MU, iEeN,  N®) qui.sont 
inactives dans l'état z*, n’imposent évidemment pas de contraintes 
sur les déplacements virtuels du système dans le voisinage de cet 
état. 

Toute solution du problème (7.1), (7.2) est un état d’équilibre 
d'un système mécanique d'énergie potentielle f(z;,, ..., z,) et 
à liaisons (7.2). Le principe des déplacements virtuels s'énonce 
comme suit pour le problème considéré : 

Pour qu'il y ait équilibre dans la position z*, il faut et il suffit 
qu'on ait, pour tous les déplacements virtuels compatibles avec les 
liaisons, 


ÔT; > 0, 


An 
DE 

OT; x=xt 

i=1 

la somme étant nulle pour les déplacements Ôx, qui n'éliminent pas les 
liaisons actives en z*, et non négative pour ôx supprimant au moins 
une liaison [19). 

Avec la notation 


( 
Pi — Lt 


x=x#? 
la condition d'équilibre s'écrit | 


> piôri < 0 (7.7) 


pour tous les ôz,, ..., ôx, vérifiant les conditions (7.5)-(7.6). 
Ainsi, le principe des déplacements virtuels réduit le. problème 
de minimum lié à la recherche d’un point réalisable z* avec la 
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condition (7.7) respectée par toute solution du système (7.5), (7.6). 
On la formule comme un problème de recherche d’un point réali- 
sable dont le voisinage interdit toute solution de (7.5)-(7.6) telle que 


2 Piôm > 0. (7.8) 


Ainsi énoncé, le principe des déplacements virtuels nous paraît 
particulièrement commode et conduit au théorème de Kuhn et 
Tucker [34, 37]. 


THÉOREME 7.1 (*). Un vecteur z* est solution du problème (7.1)-(7.2) 
si et seulement s’il existe un vecteur w* tel que 


w?:>>0 pour se M), 


L(z*+ zx, w*)> L(z*,w*)> L(zx*, w* + ôw) 

quels que soient ôzx et Ôw vérifiant les conditions x? + ôxz; > O,iEN;, 
et w} + Ôw, > 0, s € M1. 

Ici 

Lx, w)=f(r)+ D wg,(x) 
sEM,UM, 

est le lagrangien. 

DÉMONSTRATION. Utilisons le théorème de l'alternative 2.2 (voir 
$8 2.3) qui s’énonce en l'occurrence : 


Ou bien le système (7.5)-(7.6) possède une solution qui satisfait 
à (7.8), ou bien il existe une solution au système (**) 


=0 pour ie NV}, 


AsiWs — D) . 
Eu, °! PI >0 pour ic N®) (7.9) 
w,>0 pour se M", | 
w, —=0 pour s€E MIX M). (7:40) 


Le système (7.5)-(7.6), (7-8) étant impossible par suite du principe 
des déplacements virtuels, le système (7.9)-(7.10) admet une solu- 
tion w* qui est non triviale pour f (x) non constante. On montre 
maintenant que le m-vecteur w* de composantes 


x — Lo pour sEMVUM, 


* [0 pour s€M, M‘, (7-19) 


7} 


(*) Il s’agit de l'application du théorème connu au cas général de con- 
traintes mixtes. 

(**) Les égalités w, = 0, s € M, X M, signifient la nullité des forces 
dues à des liaisons unilatérales inactives en z*. 
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et le n-vecteur d'équilibre z* définissent un point col pour le la- 
grangien 


L(z, w)= f(x) + à Ws8s (T). 


Cela équivaut aux inégalités 


L (z* + 6x, w*) > L(z*,w*) > L(z*, w) (7.12) 
sous les conditions 
ôz; > O pour i € MN, w, > 0 pour s € M.. (7.13) 


En effet, il résulte de (7.6), (7.9) et (7.11) 
L(z*+ 6x, w*)=L(z*, w*)+ D ôz, — 
ii 


= D  (auwi—-p)>L(z,w). 
seM(NUM, 


D'autre part, on a, par suite de (7.3), (7.11) et (7.13), 
L(x°, w)=L(z", w*) + > (w,— uw) = 8, (r*) = 
sæ{ 


=L(s ,u)+ À  w,g,(z)<L(z°, w*), 
sEM, MI 


ce qui démontre (7.12). On note que cette démonstration du théorème 
de Kubhn et Tucker n'exige pas la convexité du problème (7.1)-(7.2), 
ce qui fait que l'inégalité (7.12) joue dans le voisinage de tout mini- 
mum local de f (x) dans le domaine (7.2). 

Prenons comme exemple le problème avec les contraintes linéaires 


f(x --., Th) — min, (7.14) 


2 Guiti —E=0, SEM, 
(= pour sCM:, (7.15) 
*# | =D, pour s€ M, 
z,>0 pour iCEV:. 
Tandis que la simulation de (7.1)-(7.2) par un problème d'équi- 
libre d’un système mécanique est en fait formelle, on se fait facile- 


ment une image mécanique du problème (7.14)-(7.15). Ce dernier 
modèle ne diffère de celui de la fig. 1.8 que par les forces 


Pi (ti, 3 Ln = TS. li — 
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qui s'appliquent aux tiges et qui dépendent des variables d'état 
du modèle. Dans le cas considéré, les conditions d'équilibre du 
modèle sont évidemment | analogues à (1.31)-(1.33) : 
À 
S Gil + —— _ 0, iCN 


s=æi 


uw? + 
ÿ Œsi + 


s=—1 


xt 


—0 pour z*>0, 
x=xs [=> 0 pour z* = 0, 


iC No; (7.16) 


—0 pour S < b., | 
a [© P 5 SCA... 


>0 pour E*= b,, 


Comme dans le problème de programmation linéaire .w* est la 
différence entre les pressions dans .Ÿf? et V*’ du modèle de con- 
traintes (7.15). Les. relations (7.16) constituent, cette fois encore, 
des conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité du vecteur z* 
et représentent le théorème fondamental de dualité pour la classe 
considérée. Multiplions les nr premières relations (7.16) par x?, . .. 
..., 2 respectivement et sommons, il vient l'égalité fondamentale 
de la dualité 


S'agissant d'un problème de programmation quadratique à contrain- 
tes linéaires, ie. 


71 n . 
. 1 : 
Ï cs Tn) = D Voili >» Titit js 


i=1 i, 31 


l'égalité (7.16) prend la forme connue [37] 


ÿ b,uw* — > roix* + D rfi (7.17) 


s= 1 2, j=1 


$ 7.3. Méthodes numériques pour les problèmes 
de programmation non linéaire 


Nous avons vu (ch. III, V, VI) que la méthode des liaisons redon- 
dantes conduit à divers algorithmes de résolution et de décomposi- 
tion des problèmes d’algèbre linéaire et de programmation linéaire. 
Les liaisons redondantes nous ont permis de contrôler le passage 
vers l’équilibre du modèle physique du problème, et le gros problème 
d'équilibre a été ramené, compte tenu des liaisons supplémentaires 
introduites l’une après l’autre, à la recherche facile de plusieurs 
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états intermédiaires qui sont tots des équilibres du modèle soumis 
aux liaisons redondantes. Nous verrons que la technique en question 
s'avère également efficace en programmation non linéaire. 


PROBLÈME DE PROGRAMMATION QUADRATIQUE CONVEXE AVEC DES 
CONTRAINTES LINÉAIRES. Considérons un problème de programmation 
non linéaire de la forme 


n ; n Y 
> roili + > rijliT; > MIN, | 


i=1 , ri it | (7.18) 
Nasri Et, =0, s= 1, cs M, | 
(<Lbs SEM,=(1,...,m), 
: # SEM: = 1): (7.19) 
= D,, SEM={(m+t1, ... m), . 


la deuxième somme de la fonction économique étant une forme 
quadratique définie non négative. Visiblement, le modèle physique 
du problème (7.18)-(7.19) diffère du modèle de la fig. 1.8 par les 
seules forces Pi + ++» Pn appliquées aux tiges, qui ne sont plus 
constantes mais sont des fonctions d'état définies par les formules 


On utilise dans le cas considéré des liaisons holonomes redondantes 
de la forme 


x; = const, i—1, .a—1,a+i, 
E,—= const, s—1,..., m, | (7.21) 
@ —=1, 2, 


et on aboutit, par des raisonnements analogues à ceux du $ 3.3, 
à un homologue du premier algorithme pour les problèmes de program- 
mation linéaire. Etant données les liaisons (7.21), rechercher l'équi- 
libre du modèle physique, .c est, en effet, rechercher l'équilibre d’une 
tige soumise à la pression de la part du gaz parfait et à une force 
extérieure p,, fonction linéaire de ‘la coordonnée Ze qui définit 
Ja position du piston. 

Avec la même suite de liaisons redondantes qu’au $ 3.3, nous 
générons une suite de vecteurs 2°, .,.., 20.7, xD, 

, 210,,..,2%b,,,., 2% 0,.,., où 
z+D pour i—1,2, ..., «—1, 
zx) pour i=a,a+1,...,n, 


ant) = 341,1) 42, 1, 


l 
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On arrive donc à l’état 2 «*h À partir de zl*% en remplaçant 
la coordonnée zŸ par z‘Ÿ*® qui est une coordonnée de l'état d’équi- 


libre du modèle à liaisons redondantes 


z(v+0 pour i=1,2, ...,æ—1, 
Hz" pour i—a+1,...,n, 


HV.) DE, (240) = 
ai ñn 


= min {e. ÿ, az TD + D aux}, sCM: (7.22) 
in 1 ina 
EU — D, SE M2. 


Pour obtenir la condition d'équilibre donnant la variable cherchée 
z%+, on substitue à la sollicitation constante p, de (3.13) ($ 3.3, 


ch. 111) la quantité définie par (7.20). Le report de z*:«*} dans (7.20) 
fournit 


[s À ñn 
Pa (2240) = — ro — > Ta) — > Tay2) 
ÿ=1 J Jæmab+i 7 
Par identification avec 
a—1 ñn 
Pa (V2) = — ro — 2, a+) — à ray) (7.23) 


on a 
Pa (20 HI) = pe (a ro (CSS )— x). 
Portons ps (2%%+1)) dans (7.16), il vient la condition d’équi- 


libre cherchée: 
Pa (2%) —ra8 (RO — 200) + 7 D An pe (00), Et. 0 — 
s= 1 


{20 siaCN,, 


=0 siae Na 2+D 0, (7.24) 


- T 01 
— (204 D — 70) Go ÿ sœ 
(3 œ =! Il as I] <0 siaæC Na, zv+D=0, 


y (aV 9, Eo) = D art D au — Evo), 
ici im 


la |=1+ 2 laut 
i=1 
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Introduisons des notations analogues à celles du $ 3.3: 
Pa(rtv: 2), 0 0) = 


m 
_ a 
Pa (20 &)) 40 2 Ta Ys (zv. a), ECv. œ)) 


= 20) + s (7.25) 


aie 


Fac + %o Dr TEA II 
la condition d'équilibre fournit alors la formule pour 2®+1: 
(v, 
se! Fa (gt 2, E0 0), EN, 
Va (tro), EU) 1e (0, ED), GE Ne 


La fonction Y, (xt. 0), E%:%)) dépend seulement de l'état d'équilibre 
z(v.@) obtenu au pas précédent. Avec les notations du $ 3.3: 


2, (tv 0)) = 5 PAT E À ax) —b,, (7.26) 
i= =œ 
on a, en effet, en vertu de (7.22), 
y, (200, Be 9) = y, (xt 0) — 
(200) 1[z,(20%0)], SEM, 
{Ge EM, 
et les formules (7.25) s'écrivent 


LE (CAM @)) ER — {Ps (zC aœ)) — 
raa + %o À Ter | a, T 


Go ( > T2 (20 ©) 1 [2 (20 0))] + 
si 


+ > Ta mreevs)}. (27 


Les formules rt 
20 +0 — Vo (x 9), aCeN:, 
=| Fa (x0v 0)) 1 [Fe ET ®)], œEelVe, 
a —=0, 1, 


jointes à (7.27), (7.26) et (7.23) constituent un algorithme itératif 
pour un problème de programmation quadratique convexe avec des 
contraintes linéaires. 
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La suite de_ vécteurs 2%, a=1Â,...,.n; v= 0, 1; ..., 
converge, pour do donné, vers l'état d'équilibre..x (gs) du modèle 
physique, _ et si la suite 4, Gi ... est monotone croissante, alors 


x (Q), z (ge), . . .- tend, aux termes du Théorème 2.7, vers la solu- 
tion optimale du problème (7.18)-(7.19). 


PROBLÈME GÉNÉRAL DE LA PROGRAMMATION QUADRATIQUE. PROGRAM- 
MATION BILINÉAIRE. La minimisation d'une fonction économique 
quadratique convexe sur un ensemble convexe défini par un systè- 
me. d'équations et d'inéquations quadratiques constitue un problème 
plus ardu. Plus loin nous le iraiterons avec des concepts de base 
assez généraux. Notons de suite que cette approche joue également 
pour des problèmes plus généraux. 

Considérons’ le problème 


nl 
s 20 


LEA 


zx; = .. 
2, ai zity ba, S 1... + M, (7.29) 


zo=1, x,>0 pour iE Va. 


L'idée de la méthode consiste à ramener le problème proposé à plu- 
sieurs problèmes moins importants relatifs à l'équilibre des modeles 
physiques de problèmes de programmation linéaire. En effet, (7.28)- 
(7.29) admet une écriture équivalente: 


1è 


D2 Tiji — MIN, (7.30) 
io J= 
DS QUTR _ 
20 MI Dr S=1,...,m, (7.31) 
Zo=Uo=1, x, u>0 pour CN, 
U; = Z;, L — 4, ..., AN. (7.32) 


Si l'on fait abstraction des contraintes (7.32), il s’agit là d'un pro- 
blème de programmation bilinéaire, si bien que tous les résultats 
ci-dessous restent vrais pour ces problèmes. 

Résolvons le problème (7.30)-(7.32) par recours à un modèle 
physique. Soit x$” — uT, ao = y), ,.., x = u® des nom- 
bres réels quelconques à part qu'ils vérifient les conditions x — 
= uf” > 0,iE€ NV. Etudions l'équilibre du modèle physique à para- 
mètre g, du problème 


à CÈ r ju) Ty —+ min, (7.33) 
92= 1= . . 
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€8),,(0) __ S 
>» (2 efui )z; <b,, S—=1, ..., m, (7.34) 


J=0 i= 
ur = 1, 1,>0 pour jEN:, 
zy=u$, j=1, ...,n. (7.35) 
Introduisons les notations < 


- 


c — È ru”, ] = 0, 1, . es À, 
(7.36) 


7 
a D 'aÿu, j—0, 1, ..., nr s=1,..., m, 


1—= 


ce qui permet de récrire le dernier problème de façon suivante: 


> | Cry + min, (7.37) 


à arch s—1, ..., m, 
3=0 

to=1, 2,>0 pour jE M», (7-38) 
xzy—= us, j=1, ss 7. 


On trouve l’état d’ équilibre du modèle physique à paramètre % 
moyennant chaque algorithme du chapitre III et il nous paraît 
inutile d'écrire les formules correspondantes. 

Ici s'impose une remarque Capitale: ce que nous voulons con- 
naître, ce n'est pas la solution triviale de (7.37)-(7.38) (car ce pro- 
blème est résolu trivialement dans la _condition zx, = uf”, j € No), 
mais l'état d'équilibre du modèle à g fini. Ceci étant, zx; = u® 
n’a pas lieu à l'équilibre et le vecteur 2 (q,) d'équilibre du modèle 
diffère du vecteur 2% = ut9, 

Soit donc x? (q:), . . ., 24 (q0) les coordonnées de l’état d'équi- 
libre du modèle physique du problème (7.37)-(7.38). En posant 
Zi = 2 (Qo), i = 1, ..., n, dans le problème de départ (7.30)- 
(7.32) et en prenant u,, ..., u, pour quantités à déterminer, on 
aboutit au problème suivant : 


SC ù rit (go)) Uj—> Min, (7.39) 


2(2 a G@))ueb, s=1,..., m, 
= 1= 
uo=2t; =1, u,2>0, iCEN:, 

u—=2% (go), i=1Â, ..., n (7.41) 


(7.40) 
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Introduisons les notations 
ñ ” 
da = à r125 (Go): 
= 


pi = D] atz$ (ao) 
J= 
et récrivons le problème (7.39)-(7.41) : 


n 
Ÿ d'u, — min, 
1=0 
n 
) 
à ur Lbs; s=1, ... mm, 
i= 
7 . 
u;—= 2" (QG), i—=1, ...,n. 


Le bivecteur (2? (Go), u(h (go)) ainsi obtenu est l'approxima- 
tion d'ordre 1 du bivecteur (x (g5), u (4o)) d'équilibre du modèle 


physique à paramètre q,o de (7.30)-(7.32). On construit moyennant 
u® (q) l’analogue du problème (7.37)-(7.38) : 


à cj°z; + min, (7.42) 


n 
2 Jr <bs, S—1, ..., m | 
2= 


To = 1, zy2>0, jEN», (7-48) 


ty = u$" (Qo), j=1, cs li; 
où, comme dans (7.36), 


n 
= D rijuf” (do), 
1=0 
7 


TT — 
ai} — D afÿuf" (go) 


j=0, 1, ..., n; s—1, ..., m. 


Soit 2% (g) un état d'équilibre du modèle physique du problème 
(7.42)-(7.43), et ainsi de suite. Les raisonnements suivants tombent 
sous le sens et la recherche du bivecteur (x (q), u (£g.)) consiste 
à trouver de proche en proche l'équilibre des modèles physiques des 
problèmes ci-dessous : 
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41) recherche du vecteur x (g.) d'équilibre du modèle physi- 
que de 


n 
à cz, min, (7.44) 


= 


À a? 1,52) Les S—=1, ..., m. | 


3=0 
Zo=1, z,2>0, j EN, | 


k= 1 . 
z; = )  j—1, ...,n, 


(7.45) 


n 
R—1) I k—-14),7 
CHE 2 rijuf" ° (go)s 
{=0 
a, 5= À afutt- 0 Go): 


2) recherche du vecteur " a) d'équilibre du modèle physique 
de 


n 


Y df‘u; + min, (7.46) 


i—0 


> UK s—=1, ..., m, 


1, u; >0 pour CN, (7-47) 


u,= 2" (do), i= 1, 2, cs D, 


af) — > 137$" (Go), 


(s) ( R) 7 
Ph, i = > afÿ af" (go). 
2= 


Le lecteur ferait bien de construire à titre d'exercice le potentiel 
thermodynamique du modèle de (7.30)-(7.32). Il obtiendra l’ana- 
logue suivant du potentiel du problème de programmation linéaire : 


n 
p{au)= Ÿ rijtiti+ 
î, J==i 
min 


Vi In= VS? In — 7.48 
+ Qo >» [ D =—— + D : Ys — |, « ) 


y — Ts 


s=1 


13—0680 
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avec V'*, V{” des constantes et yi, ..., Ymin définis par les for- 
mules 
2,1[2.], Ss—1, ..., m, 
Ys— | Ze, s=m+i,..., m+n, 


4, j=0 


nt 
s) 
LA -| » aiÿz;u; —0,, s=1, ...) m, 
= 
Us-m — Ls=m) s=m+i,..., m+n. 


La dernière somme dans (7.48) est encore l'énergie de Helmholtz. 
Comme chaque problème du procédé itératif décrit est de trouver 
l'équilibre en présence de liaisons indépendantes du temps, redondan- 
tes et compatibles avec l’état initial correspondant, le potentiel 
thermodynamique du modèle physique est monotone décroissant, i.e. 


p (z(0) (Qo), ut0) (go)) > p (xt1? (Go), UD (Go)) > … 


> p(r 9 (Go), UN) (go) > +. 
Nous avons montré de plus au chapitre III que (x, u) présente 
la même propriété lorsqu'on approche successivement chaque équi- 
libre intermédiaire. Aussi les problèmes 1) et 2) se résolvent en un 
nombre quelconque donné d'itérations. Le Théorème 2.7 entraîne 
les affirmations 
lim 20 (go) =z (go), lim u(" (95) = u (go), 
Vo v—00 
lim z(go)= lim u (go) = 1*, 
Jo o © 
où (z (Qo): u (do)) est un bivecteur d'équilibre du modèle physique 
du problème de programmation bilinéaire (7.30)-(7.32) et z* une 
solution optimale de (7.28)-(7.29). 
Le problème de programmation quadratique avec les contraintes 
linéaires 


n n 
1 . 
ÿ rot +5 D Tijlils — min, 


ji 4, j=1 
ñn 
2 anti —E,=0, s—1, ..., m, 


z,2>0 pour iE Ma, E<Lb., s—=1Â, ..., m, 


est un cas particulier de (7.28)-(7.29). On vérifie aisément que (7.46)- 
(7.47) se décompose dans ce cas en x problèmes élémentaires à une 
variable portant sur l'équilibre des modèles physiques des problèmes 
suivants: d'u, —> min avec les conditions uw; = æ (qo), u; > 0, 
RUES 
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REMARQUE 1. Les raisonnements restent évidemment entiers dans 


le cas du problème général de la programmation quadratique avec 
des contraintes mixtes. 


REMARQUE 2. Si r; {= O0, i,j = 0, 4, ..., nr, la technique expo- 
sée joue pour les systèmes d'équations et d’inéquations du deuxième 
degré. 


REDUCTION DU PROBLÈME GÉNÉRAL DE LA PROGRAMMATION QUADRA- 
TIQUE À PLUSIEURS PROBLÈMES DE L'ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES PHYSIQUES 
PASSirs. L'idée de la méthode que nous allons proposer au lecteur, 
consiste à remplacer le problème général de la programmation qua- 
dratique par une série de problèmes relatifs à l’équilibre des modèles 
physiques de systèmes incompatibles du deuxième degré. Il s’agit 
donc d’une généralisation du procédé décrit au $ 3.5. Comme dans ce 
dernier paragraphe, le choix de la suite croissante de valeurs de 
est sans importance du moment que l’état d’équilibre de chaque 
modèle physique est indépendant de la grandeur de ce paramètre. 

Soit b{°’ un nombre tel que 


b;? << min » TiyTiT; (7.49 


î, 2=0 


dans le domaine défini par le système d'inéquations 


2) 10) — .. 
À, di; ILTR QU 9 1, » M, (7.50) 
zo=1, x, >0 pour iE NV. 


Notons r;; = af} et cherchons l'équilibre du modèle physique 
du système d’ inéquations du deuxième degré 


À, ar <b?, s=0, 1, RS | m;, (7.51) 
Zo=1, zx >0 pour iE NW. 


J1 y a incompatibilité par suite de la condition (7.49) et l'énergie 
de Helmholtz du modèle physique de ce système est donc positive 
et atteint son minimum dans l’état d'équilibre. En effet, l'énergie 
de Helmholtz en question 


m 


) ) 
F' (os Ya -.. = 3 (ha FN, —— +Vr In nn). 


v,=2,1[Z), 2, = À aiÿtitzi—0,, S—=0, 1, ..., m, 


1, )=0 


13% 
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est une fonction définie positive strictement convexe des écarts 
Yor + + +1 Ym: et la condition (7.49) exclut l'état où tous les écarts 
valent 0. Soit x (9) un vecteur d'équilibre du modèle physique du 
système (7.51). La définie positivité et la stricte convexité en 
Yor Yir + + 1 Um À F (Vos Yas + - +; Ym) font que l’état d'équilibre 
z'® n'appartient pas au domaine (7.50) des vecteurs réalisables du 
problème initial et que z‘° vérifie l'inégalité 

n 

>) afro > bo, (7.52) 

is 30 

On le démontre facilement par réduction à l’absurde. Il y a intérêt 
à observer que le gradient de l'énergie de Helmholtz du modèle 
physique de 


D afÿzitz; Lb$, 
4, 3=0 


To = À, zx; >0 pour iCN; 


est normal en z° à l’hyperplan qui sépare (7.50) et (7.51). 
Le système (7.51) est visiblement équivalent à 


(9 (0) — _. 
À Q;; Ut; ds 3 S 0, : M, (7.53) 
ZTo—=Up=1, Ut, i=AÂ, ...,n, t >Ù, iCN:. 


Cherchons l'équilibre de son modèle physique. Contrairement 
au problème analogue relatif au système (7.51), ce problème admet 
une solution, à savoir le bivecteur (2%, ut®), 39 =£ 19%, On trouve 
les composantes de z® et u‘® en réduisant le problème à plusieurs 
problèmes portant sur l'équilibre des modèles des systèmes d'’iné- 
quations linéaires (ce sont les problèmes (7.44)-(7.45) et (7.46)-(7.47) 
si ri = 0). L'étape suivante de l'algorithme est la recherche de 
l'équilibre du modèle physique du système d'inéquations du deuxième 


degré 


(8), (1) — | 
D uz<b, s=0,1, ..., m, (7.54) 


4, J=1 
Up = To = À, ui = Ty, i= 1, ..s À, x; =u; >0, iCN, 


où (comme au $ 3.5) 


ba — Ÿ autre), 
4, 3=0 


C2) ___ }(0) 
b° = , s=1, ... m. 
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Soit (x, u®) un bivecteur d'équilibre du modèle physique du 
problème (7.54). On a alors l’inégalité 


nn 
b!°? < b{r < | >» - aux — be. 
2, J= 
Les développements ultérieurs sont évidents et l’algorithme pro- 
posé consiste à résoudre une suite de problèmes : trouver l'équilibre 
des modèles physiques des systèmes d’inéquations de la forme 


(s) CR) 

ai; ut; Lb, , s—0, 1, ..., m, 
2 PUS (7.55) 
Up = To = 1, U; = Z;, i = À, se. À; Zi =Uu >0, CN, 


k—0, 1, 2, ..., 


bp) — > au (RD, GED 


4, j=0 


=D), s—1, ..., m. 
Ainsi, on génère une suite de bivecteurs (x%, ut), (x, uw), . 
et une suite de nombres réels b!”, b{?, . .. qui respectent les con- 
ditions 
lim xt) — Jim u) — 2*, (7.56) 
R-—00 R—00 
OLD LEE) LE ..., limb — > ryjatat, (7.57) 
4, 7—=0 


où z* optimise le problème général de la programmation quadrati- 
que (7.28)-(7.29). 

Les conditions (7.56) ont lieu car la méthode proposée consiste 
à définir les états d'équilibre successifs du modèle qui sont associés 
aux systèmes de liaisons redondantes compatibles avec l'équilibre 
précédent. La propriété (7.57) entraîne de plus que la suite de systè- 
mes d'inéquations (7.55) tend vers un système compatible tel que 
l'égalité x — u soit évidente à l'équilibre. 


PROBLÈMES DE PROGRAMMATION POLYNOMIALE. Nous appellerons 
problème de programmation polynomiale le problème de minimum 
lié 


k 
D D por ro anp, am x.) min, (7.58) 
O= 


[e TE (e PU An 
Xi tAs+ . .+an—=0 


D agree... 2) db, (7.59) 
o=1 Œi ...,  Œn 
Lit+ast...+n=0 

S—1, ..., m, 


498 PROGRAMMATION NON LINÉAIRE [CH. VII 


n 
.... œ 
Don (an es an) [] si, 
1= 


Us Dos + - +, An étant des entiers non négatifs. 

La seconde somme dans la fonction économique et les contraintes 
s'étend à toutes les valeurs des @&,, ..., &«, qui donnent au total 
un entier 6. Si les fonctions f(x, ..., z,) et g, (x, .- .., Th), 
S — 1, ..., m, sont suffisamment bien approchées par des poly- 
nômes, le problème général de la programmation non linéaire (7.1)- 
(7.2) se ramène à la forme (7.58)-(7.59). 

Le procédé décrit pour le problème général de la programmation 
quadratique se généralise sans peine au problème de programmation 
polynomiale qui se réduit également à plusieurs problèmes relatifs 
à l'équilibre des modèles physiques de systèmes d'équations et 
d’inéquations linéaires. Introduisons la fonction 


(ir... Œ 
US" n) Gus ... Ui,@,: Uoi; ... Uo, œur .. 
no 
cs Unys cos Un, an —= [| ] Uij- 
i=1 J=i 
Le problème (7.58)-(7.59) équivaut alors à 
b 
D ps" . anpyœ. *+@n) _) min, 
O= 1 Œie nn 
Qt... .+4n—=0 
k 
> > are. nf}... an) Cp. s=À, ..s mi, 


Ujy=Ui2 =... = Ui, as ii, ...,n. 


Sa décomposition s’effectue comme dans le cas du problème général 
de la programmation quadratique. 


$ 7.4. Méthode de variation des paramètres de pénalisation 


La méthode numérique décrite au $ 5.9 joue en programmation 
non linéaire. Ce paragraphe est consacré à un problème de la forme 


f (Lys +. Tn) + MAX, | 
Pts ..., Zn) KO, SEM=(1,...,m). 

Bornons-nous à la programmation convexe, i.e. f (x) = f (x, . . -; Zn) 

est supposée concave et q, (x) = @, (x, . . ., zh), s € M, sont des 


fonctions convexes (voir Définitions du $ 7.2). Nous nous proposons 
de décrire un algorithme qui s’inspire de l’idée de la pénalisation 


((7.60) 
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et qui donne la solution exacte du problème (7.60) en introduisant 
des pénalisations finies sur les contraintes d’un autre problème (7.60) 
dit auxiliaire que nous énoncerons plus loin. 


Soit g° — (Gr - .., 4%) ÿ O0 un vecteur arbitraire (p. ex. 
0 — on — = go = 4). 
gi 2 
Introduisons la notation 
y, (x) = max {0, @. (x)}, sE M, (7.61) 


et considérons le problème de maximum libre 


f(x) — > g0y@) (x) + max. (7.62) 


Il nous paraît inutile d'exposer les méthodes de résolution de ce 


problème : elles ne sont que trop connues. Le vecteur optimal 70 
de (7.62) s'obtient par toute technique du type gradient ou montée 


séquentielle. Soit y, (x°) les grandeurs des écarts des contraintes 


de (7.60) en a, Les quantités y (O0), ..., Um (x®) déterminent 
le partage de M en deux sous-ensembles M et M X M sans 
point commun conformément aux conditions 


= 0, sem, 
ya (2) { < ; (1) 
—=0, sCMXM". 


Les nombres y, (Z°), ..., Um (a) définissent la forme du problè- 
me auxiliaire 


(7.63) 


f(Xis +. Zn) —> Max, 


Ps (Zu 2) KO, SEM, | (7.64) 


avec 


Ÿs (Zi; .. Th) = Ps (Ts 9 Th) +Ys (zi”, ... xD). (7.65) 
Les écarts des contraintes de ce roblème valent évidemment en x 


u, (9) = max {0, p, (2 0)} = 2y, (x), 
donc 


1) 
{7 0, sem", (7.66) 


= 0, sEMXM). 


Soit ensuite le problème de maximum libre 


f(z)— > qu? (x) —+ max, (7.67) 
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où le vecteur q = (q, Im) > Ô pénalise les contraintes du 
problème auxiliaire (7. 64). Le Problème (7.67) admet évidemment 
une solution, à savoir un vecteur x (g) variable en fonction des para- 
mètres Qu; - + -» Om. S'il existe un vecteur qg* > O tel qu'on ait 


us (x(g*) =, (&°), sEM*, | 

us (x (9) Lys) SEMNMP, 
le vecteur zx (g*) est solution optimale de (7.60), i.e. x (qg*) = z*. 
Dans les conditions (7.68), M* est l’ensemble des contraintes actives 
au point optimum de (7.60). 

Le vecteur optimal q* existe s'il en est de même d’un point col 
du lagrangien du problème (7.60), i.e. s’il y a possibilité. On s’assure 
en effet de la validité des égalités 

M=gu(e") SEM, 
hs = gs = 0, SECMKM”, 


avec À*, ..., À" les valeurs optimales des multiplicateurs de la 
fonction de Lagrange 


(7.68) 


(7.69) 


L(z, À)=f(x) — À ÀsPs (x). (7.70) 


I1 suffit d'identifier, compte tenu de (7.68), l'expression 


f(z(q*))— È qui (x (g*)) 


qui donne la valeur maximale de (7.67) pour q = gq*, et le lagran- 
gien (7.70). En effet, le bivecteur (xz*, À*) définit, en même temps 
qu'un col de (7.70), un col de la fonction 


Li(x, h)=/f(2)— À Lo (x) + y, (0) 


qui ne diffère de Z que par une constante. Posons x = z*, À = À*, 
il vient 

m 

Li(z*, A)= f(x) D A, (xt). 

s—=1 

En vertu des conditions 
1: { > 0, scM", 
{| =0, sEMNXM"*, 
résultant du théorème de Kuhn et Tucker et des conditions 
, —0, sCM", 

Ps ( 1 <0, sEM M", 
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on a d'autre part, selon (7.65), 


(a) =y, (&), seM*, 
s(T — 

° <y,(&), SsEMXMP. 
La fonction L, (z*, À*) se récrit donc: 


Li(a*, M) =f(a)— 2 Ave (a). 


En choisissant qg*, . .., à tels qu’on ait (7.69), on obtient mainte- 
nant, à partir de (7.68): x (qg*) — z*. 

Passons à l’algorithme dont nous avons parlé au début du para- 
graphe et qui consiste à faire varier les paramètres de pénalisation 
et à réduire le problème (7.60) à une suite de problèmes de maximum 
libre de la forme (7.67) avec les composantes majorées de q. 

Reprenons le problème (7.67) avec le vecteur initial g® ÿ 0 
de (7.62). Soit 2° un vecteur optimal du problème ainsi obtenu 


a 


f(x) — > qu: (x) — max. 


Le vecteur g® ouvre la suite q°, gt, ... dont la limite est le 
vecteur optimal cherché q*. Cette suite se définit par les formules 
de récurrence 


(@) 
Us En) , se M"), _ 
Ys (z ‘). (7.71) 


ge+9 20, sEMXM, 


où z(%) optimise le problème de maximum libre 


f(x) — À qu (x) — max, (7.72) 


le sous-ensemble M étant défini par les conditions (7.63). On a alors 
le 


THÉORÈME 7.1. Les conditions (7.71) et (7.72) définissent une suite 


de m-vecteurs gt, gt, ... et une suite de n-vecteurs x, xl, ... 
qui vérifient les égalités 
lim gag", limrz@—x*, (7.73) 
Œ—+00 Œ—00 


où x* optimise le problème original (7.60). 
DEMONSTRATION. Si M* est un sous-ensemble des contraintes 
de (7.60) qui sont actives en z*, on a par définition de M*: 
. —=0, scM", 
Ps (x | re 
<0, SEMXKM"*. 
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Par conséquent, le même point z* vérifie, par suite de (7.65), les 
conditions 


Ÿ en — Vs (x), SE M", 
° << Ys (x), SCMM", 
et 


<y (°), seMHE, (7.74) 
= (0, sEMKM). 


À condition de poser formellement 2% — x* dans (7.71), on 
trouve d’après (7.73): 


= Us CD} seM", 
us, (x*) 


= go), scM", 
gta+1) ca”, sEM°KM", (7.75) 
=0, seMXM“, 


l'égalité ga *h = g@), s € MX M#*, n'ayant lieu que si g® = 0. 
Aussi la suite définie par les formules de récurrence 


us (z*°) 
g(a+1) — q(@) — 
3 7 (x çu)) 


tend, en vertu de (7.74), vers g* qui respecte les conditions 


>0, seM", 
{ —0, sCMM". 


Ainsi, la suite (7.71) a pour limite, quand 2% = z*, Je 
vecteur g*. D'autre part, quand qg@) — g*, la solution du problème 
(7.72) est le vecteur optimal z* du problème primitif. 

Considérons la solution z°® de (7.72) où & = 0. Pour que 
le théorème soit prouvé, il suffit de se convaincre que le point 2° 
est tel que 


à 


s 


<y 9), SEM, (7.76) 
— 0, sCMXMY. 


En effet, le cas 20: — 2" n'a lieu que si M°=M"*, auquel cas 
(7.63) entraîne 


>y,. (9), seM*, 


_ > 0, seM", 
y, | — 0, sECMNXM*. 
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Ceci étant et vu que ME M*—@, on a à partir de (7.7/4): 
u, (20) | = y (x), scM", 
— 0, sECMXM". 
Si x0Æzr", on a M = M", l'incompatibilité du système 


eu’ 


u,(x0)= y, (2x0), SEM, 
et donc la validité des conditions 
>, (0), SEM, 
us (x(0)) <ys 0), SEMOM?, (7.76") 
= (0, sCMXMY. 


Ainsi, les conditions (7.75) sont remplies lorsque 2° =£ x*. Il 
résulte de (7.76”) et (7.71): 


>qg, seM*, 
gui <q, sEMM", 
0, seMXM. 
On démontre de même la validité des conditions analogues à (7.76): 


> y (7%), SEM", 
u, (x) À <y.(r®), SEM, 


— 0, sEMXM, 
æ==1, 2,... 
La suite q®, gl, ... est donc telle que 


lim g@ =; =0 pour sEMNXM"*. 
Œ—x 


Chaque u, (x%)), sE M*, est monotone décroissante avec la 
croissance de «& et on a l'égalité 


limu,(xt®)=y, (20), seM*, 
Œ—00 


d'où, en vertu de (7.74), 
lim 2@)— x", 


Œ—oc 
L'identification de (7.72) avec le lagrangien pour le problème (7.60) 
conduit aux formules pour les multiplicateurs de Lagrange 


quy.(r), seM"*, 
0, SsCMXKM". 


À, = qiu, (x*) = 
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Disons, pour conclure, que la méthode du présent paragraphe 
permet en général de réduire le problème de départ (7.60) à un nom- 
bre fini de problèmes de maximum libre. En effet, les composantes 
us - + +: Om AU Vecteur gq se partagent en deux sous-ensembles M* 
et M X M* qui jouissent de la propriété importante: la suite de 
nombres positifs q{”, q{, ... est monotone croissante" si s € M* 
et elle décroît de façon monotone et tend vers O0 pour s € M X M*. 
On peut désormais se donner un nombre positif e suffisamment petit 
et imposer au calcul la condition 


qga+D=0 pour qga<e. 


Avec cette condition, les problèmes de maximum libre sont évidem- 
ment en nombre fini. 


CHAPITRE VIII 


MÉTHODE DE LA TANGENTE 


$ 8.1. Introduction 


Le présent chapitre constitue une approche générale de la cons- 
truction d’algorithmes pour les problèmes d'optimum statiques et 
dynamiques. Le lecteur n'omettra certes pas de remarquer une res- 
semblance avec la méthode classique de la tangente (méthode de 
Newton), mais la différence est essentielle: nous recherchons les 
extrémums liés de fonctions ou de fonctionnelles en résolvant des 
problèmes d’extrémum sans contraintes. Ces fonctions sont des 
êtres mathématiques connus qui jouent un rôle de premier plan en 
programmation dynamique [21]. Une grande place est accordée une 
fois de plus à des analogies mécaniques significatives. 

Si la méthode de pénalisation évoque un processus quasi statique 
réalisé par variation des paramètres qui définissent les conditions 
extérieures (cf. chap. II), les méthodes de résolution des problèmes 
d'optimisation sont nécessairement tributaires de la loi de la con- 
servation de l'énergie. Utilisons une autre variante connue de la 
pénalisation où le problème de minimisation avec contraintes se 
réduit à une suite de problèmes de minimum libre de la forme 


min {yf (x) + F (x)}, (8.1) 


avec f (x) la fonction économique et F (x) la fonction qui pénalise 
les contraintes. La solution zx (y) de (8.1) est telle que lim z(y) = 
v<0 


— 2* et lim F(z(y)) = 0. 
Y-0 


Il y a intérêt à assimiler zx (y) à un état d'équilibre d’un système 
mécanique représenté par un point de l’espace de configuration (voir 
chap. IV) dans un champ qui est la superposition d’un champ exté- 
rieur qui dérive de la fonction de forces —" f (x) et d’un champ élas- 
tique des liaisons qui admet la fonction de forces —F (x). Une 
variation lente de y entre une valeur positive y, et 0 s’interprète 
naturellement comme déterminant une transformation quasi statique 
caractérisée par une disparition lente du champ extérieur. Les forces 
élastiques produites par les liaisons effectuent le long du chemin 


menant de l'équilibre x (y.) à l'équilibre z* le travail F (x (y.)) 
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qui vaut, selon la loi de la conservation de l'énergie, ou travail 
changé de signe de la force —yf (x) du champ évanescent dans le 
même déplacement. 

Il en résulte que la grandeur de la fonction de pénalisation 


a 


F (x (ve)), i.e. l'énergie de déformation des liaisons à l'équilibre 


Z (Yo), contient une information très riche qu'on utilise pour résoudre 
les problèmes de minimum lié. Telle est l’idée de base du présent 
chapitre. 


$ 8.2. Problèmes de minimum lié 


Soit un problème de minimum lié 


min (f(2)| 260), (8.2) 


où f (x) est une fonction scalaire convexe de la variable indépen- 
dante vectorielle z = (x,, . .., x.) et 


Q = {x |p. (x) <0,s—=1,..., m} (8.3) 
un ensemble convexe des solutions réalisables du problème (8.2). 


Soit F(q, (x), . .., Om (x)) une fonction strictement convexe 
en dehors de Q@ qui pénalise les contraintes (8.3). Cela peut être 


F(qp(x), +. mn ())= 2 max (0, p, (x))F. (8.4) 
Considérons la famille uniparamétrique de problèmes de minimum 
libre 
min © (x, q), (8.5) 
où 


Dix, 9) = f(2) + qF (qi (&), - - +, Pm (z)), 


et notons z (q) la solution de (8.5) pour q fixe. Ainsi, la minimisa- 
tion de ® (x, q) par rapport à z,, . .., x, définit une fonction vec- 


torielle de la variable indépendante scalaire z (g) qui jouit, en vertu 
du Théorème 2.5 (chap. Il), des propriétés suivantes: 


lim z(g)= x", 
q—00 
lim O (x (g), g)=f(x"); 


avec z* optimisant le problème (8.2). Sous l'hypothèse de z (q) 
connue, le système d'équations 
u= f(x (g)), 
v= F(q1(z(Q)); -.., Pm (7(9))) 


(8.6) 


(8.7) 
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se présente comme l'équation paramétrique de la courbe plane 
v — 4 (u) (fig. 8.1). Considérons la droite 


u+q=®(x(, (8.8) 


obtenue avec © (x, qg) minimale. Il est évident que la droite en 
question passe par le point 


v= F(p(x(a))), u= f (x (q)), 


de la courbe v = + (u). Elle est de plus tangente à v — v (u) en ce 
point. En effet, l'équation (8.8) 
entraîne U 
d 1 
= — q , (8.9) 
et il reste à vérifier que c’est 
également la valeur de la dérivée 
. Le système (8.7) implique 


les égalités 


— . _0f U+QU= Y 
du= Ÿ DE ES 7 dt a. (8.10) 7 (x (4),q) 
im 
oF ” 0®p Emme 
dv = — sl « fo f(x°) 
à) Pale=x (9) 7 Et lex (9) 
= Fig. 8.1 
Se Si 


Puisque x (g) minimise ® (x, g) par rapport à æ, -.., In en]l’ab- 
sence de contraintes, ce point vérifie les conditions 
= 0, i—= À, ….) 


ou 


0F 094 . 
(& T9 DE 0®Ps me) 0% i— 1, ..., n. (8.12) 
Changeons l'ordre de sommation dans (8.11) et utilisons (8.12), 
il vient 


dv = dg > à dei (3 9F 20 


| 
da & of du 
ds: 2) 0° Er 2 Er (8:13) 


ii 
Il résulte de (8.13) mn (810): 
dp _ 1 
D = 7 (8.14) 


i.e. la droite (8.8) est tangente à v — + (u) (fig. 8.1). 
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Passons à la méthode même qui consiste à ramener (8.2) à une 
suite de problèmes de minimisation sans contraintes qui n'est pas 
liée (contrairement à ce qui se passe dans la pénalisation simple) 
au choix d'une suite croissante de valeurs g,, g:, . . . du paramètre 
positif q. 

Soit 49 > 0 un nombre positif fixe et 2° = x (qg,) solution 
de (8.2) pour q = 4%. 

Cette solution définit le point u® = f (xt), 240 — F (p (x®)) 
de la courbe v = 14 (u) et la tangente 


u + qov = ® (x, qo) (8.15) 


à cette courbe en (ut%, uw). 
On trouve facilement la valeur f, de la fonction f (x) qui satis- 
fait à l'inégalité 
FO) << fo <= f(x"). (8.16) 


Cette valeur est évidemment atteinte au point où la tangente (8.15) 
coupe l’axe des abscisses du plan (u, v). Posons v = 0 dans (8.15), 
on a 


fo=uy = D(x, go) = f (20) + gr (p (x 0)). (8.17) 


La recherche de f, (étape préliminaire de la méthode de la tangente) 
est suivie d’une séquence d'étapes principales. 


ÉTAPE PRINCIPALE. Soit le problème de minimisation sans con- 
traintes 


min {(f (2) —u6)2+40F (p (2))}, (8.18) 
où q — qg, comme plus haut, et soit 2 solution de ce problème. 
Considérons la courbe 

(u—u5)? + qov = R°), (8.19) 


RO = (f (20) —u0)2 + 90F (p (xt). (8.20) 
La courbe (8.19) est, on le vérifie aisément, une parabole qui touche 
v =vÿp(u) au point wub = f(xb), wb = F(p(xb)) (fig. 8.2). 
En effet, le point x respecte les conditions de minimum 
ô ÔE 
26 (260) — 0) 2 + go 2 |. ur = 0: (8.21) 
i—1,...,n. 
Une division par 2 (f (xl) — u,) =£ 0 fournit 


X =2x" 


af 8F 
2 thx 0 i= 1, <..s D; (8.22) 


$ 8.2] PROBLÈMES DE MINIMUM LIE 209 


où 


_ Go 

SET ETS (8-25) 
Les égalités (8.22) constituent les conditions de minimum de la 
fonction f (x) + q,F (@ (x)), i.e. le vecteur 2 réalise à la fois le 
minimum de (8.18) et celui de 
(8.2) pour g — qi. Ce résultat 
signifie que le point (uth, wth) 
appartient à la courbe v — 
—14 (u) et que la droite 


u-+qu=O (xt), g;) (8.24) 
est tangente à v —%Ÿ (u) en 


(u®, D), On n'éprouve aucune 
difficulté non plus à montrer 


NÇ us gu=@(xg) 
2 m3 A ? î 
(u-u)+qu=R LS 


qu’elle est tangente à la para- TN we 

bole (8.19) au même point. 0 u NT 
Il est clair que l’appro- 

ximation suivante /, de la Fig. 8.2 


valeur optimale f* est l’abscis- 
se u, du point d'intersection de la droite (8.24) et de l’axe des 
abscisses : 
fs = ui = OD (xt), qi) 
ou 


fa FO) + F ( (2) (8.25) 


Le problème suivant s'énonce 


min {(f(æ)—u3)°+ 90F (p (æ))}- (8.26) 
Sa solution 2° définit la parabole suivante 
(u — ui)? + qov = R®, (8.27) 


avec 
RO = (f(x) — 0) + QF (p (22), 
la tangente à (8.27) et à la courbe v = 1 (u) au point u = f (x®), 
v = F(p (x): 
do pren 08 (@ &®) 
METTRE TT ETS 
et l’approximation suivante 
(2) 
= f(12+ CE, 8.29 
fan 1 (D) + (8.29) 
et ainsi de suite. 
14—0680 
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Ainsi, la méthode de la tangente consiste à résoudre une suite 
de problèmes de minimisation sans contraintes de la forme 


min {[f (2) —us12+ d0F (@ (2))} (8.30) 
et à calculer les termes de la suite numérique fo, f1, .- .. par les 
formules 

(v) 
fe =f (a) + CE) (8.31) 


2 (F (2) us) 


avec zY optimisant le problème (8.30), 


Uy = fv (8.32) 
uo= f (20) + qgE (p(xt9)), (8.33) 
z® optimisant le problème 
min {f (2) +90f (@ (2))}- (8.34) 
Sous l’hypothèse inévitable de v = 1% (u) convexe, on a évidemment 
fo < Tv v=0, 1, .….. (8.35) 
et la convergence monotone 
limf,=#f#, limzMze zx. (8.36) 
V— 00 Ve 00 
REMARQUE. On prend pour fo, f1, . . . avec la condition lim f, — 
V— 00 


= f* une suite analogue de points qui tendent vers l’optimum par 
valeurs inférieures et où l’axe Ou rencontre la parabole 


(u— fs)? + gov = À, v=0, 1, …..) 


RO = (a) — + 90 (e (x?) 
) est solution du problème 


min {(/(2)— fs) + 90F (@ (x))}. 


et 2° 


Ceci étant, on a 
fv+s = fv+ VAR. 


Cette procédure proposée dans [43] converge plus lentement que 
celle décrite. La cause en est l’inégalité évidente 


foin  v=1, 2, ... (fo= fo). 
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$ 8.3. Programmation linéaire 


S'agissant d’un problème particulier important de programma- 
tion linéaire 


min{d pri Dauti—b,<&0, s—1,...,m) (8.37) 
x i= À i— 1 


la procédure décrite aboutit en un nombre fini de pas. 

Recourons une fois de plus à l'interprétation mécanique suivante: 
le problème de programmation linéaire consiste à chercher l’équilibre 
d’un système assujetti à des liaisons linéaires unilatérales dans un 
champ de force uniforme. On a montré (chap. IV, $ 4.4) que la métho- 
de de pénalisation met en œuvre le principe de la libération par le 
fait de remplacer les liaisons rigides par celles élastiques. Cela nous 
conduit à chercher l'équilibre dans un champ de force qui est la 
superposition du champ fondamental f (r) et du champ élastique 
défini par les liaisons déformables. Nous gagnerons à utiliser la 
forme suivante de la pénalisation : 


min {v-f(z)+F(q(x))}, (8.38) 


rt LL 


f(x) — à Pilis Os (x) — 2 Zeit; — Ds, S — 1, UT (8.39) 


F(p(x))— à [max (0; , (x))f. (8.40) 


Dans le problème (8.38), le paramètre (joint à f (x)) définit 
l'intensité du champ fondamental, et l'équilibre x (y) est évidem- 
ment une fonction vectorielle de y telle que lim zx(y) — z*. 

Y—0 


Quelle trajectoire décrira le point x (y) lorsque y variera entre une 
valeur positive y, et zéro ? C’est une ligne brisée formée d’un nombre 


fini de segments rectilignes qui joint x (y,) au point optimum z* — 
— x (0) (voir chap. V, 8 5). Les points de raccordement de la tra- 
jectoire x — x (y) se confondent avec les points où elle coupe les 
hyperplans œ, (x) — 0. Il est connu ($ 4.4) qu'à l'état zx (y), 
F (œ (x (v:))) représente l'énergie de déformation des liaisons élasti- 
ques. Si l’on assimile la trajectoire x = x (y), ÿ, > y > 0, à un 
processus quasi statique produit par une variation lente du para- 
mètre y de Y>0 à O et vu que F(p(x*)) = 0, la quantité 
F (œ (x (Ye))) est égale, d'après la loi de la conservation de l'énergie, 
au travail À changé de signe que la force y grad f (x) = yp duchamp 
14* 
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fondamentale effectue sur la trajectoire considérée, i.e. on a l'égalité 
x 


=— À v@ d5)=F(pE(r))), (8.41) 
x(vo) 


où ds est l'élément de trajectoire x = zx (y). 
En observant que le produit scalaire 


IC, ds) — — df, 
nous nbtenons 
{(x®) 
A= | vdf=F (Gr). (8.42) 
1(x(Y0)) 


Cette expression de la loi de la conservation de l'énergie se révèle 
capitale pour l’exposé ultérieur. Elle ne permet pas le calcul direct 


f(X(fe)) ff 


Fig. 8.3 


de la valeur optimale f* — f (x*) de la fonction économique parce 


que la relation f — f (x (y)) et, partant, y (f) ne sont pas connus. 
On n'en sait rien à part que la courbe représentative de cette fonction 
est une ligne brisée convexe et que les valeurs de y coïncident aux 
points de raccordement avec ses valeurs aux points de raccordement 


de la trajectoire x = x (y) (*). La fig. 8.3 visualise la relation y — 


— + (f) suivant la trajectoire x = x (y) représentative du processus 
quasi statique. 

La propriété de convexité de cette fonction linéaire par morceaux 
qui correspond à un processus quasi statique réel, suggère l'idée 
de remplacer ce dernier par une transformation fictive représentée 
par une dépendance simple y = « (f) définie par les conditions: 


(*) Voir chap. V, $ 5.2. 
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1) © G (x (vo) = Yo 
2) © (f) = 0 pour f € (f1, f*), 
3) & (f) est une fonction linéaire de la variable indépendante f 
sur le segment (f (x (Yo)); fi); 
J(x%) : 
3 | oNdi=F (RE). 
J(x(Yo)) 
La condition 4) qui définit f, exige que le processus fictif y = 
— @ (f) respecte la loi de la conservation de l'énergie (8.42). Son 
intégrale se calcule aisément et on a l'égalité (voir fig. 8.3) 


1(x*) 1: 
o(fdj= | o(fdf=+vlh—f@ (vo). 
1(&Cv0)) f(Y0)) 


La condition 4) détermine donc la grandeur de f,: 


+ vol (v))=F (9 vo), 


2F 
À = 1 @ (0) + REG), (8.43) 
L’inégalité 

f (x (vo) < if (z*) (8.44) 

est évidente. : : 
Chose importante, il existe un nombre positif y tel que j, = 
— f(z*) quel que soit le paramètre y € (0, y). L’intervalle (0, y) 
est l’ensemble des valeurs de y associé au dernier segment de la 


ligne brisée zx = x (y) aboutissant en x*. Sont déformées dans chaque 
état d'équilibre x (y), y € (Y, 0), les seules liaisons unilatérales 
Ps (2) O0, s = 1, ..., m, qui sont actives dans la position z*. 
Le processus fictif défini par 1)-4) devient pour y, € (y, 0) un proces- 
sus quasi statique réel. 

Ainsi, les inconvénients d’ordre numérique de la pénalisation 
tiennent tous au mépris de la riche information contenue dans l’éner- 
gie de déformation des liaisons (fonction de pénalisation) à l'équilibre. 

Si Yoé(y, 0), ie. PV >7Yet donc f; << f(x*), on passe nécessai- 
rement (selon $ 8.2) au problème de minimum libre 


min {(f (2) —F)2+ F(p(x))}. (8.45) 
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Soit 2‘! solution de ce problème. On vérifie sans peine que ce 
vecteur constitue également une solution d’un problème (8.38) pour 


v= vi 2(7 (20) — 71) (8.46) 


et que xl = x (y,) est alors un point de la trajectoire de la trans- 
formation quasi statique x = x (y). On obtient l'approximation 


suivante f, de f(r*) à force 
de répéter l'opération. On 
arrive à la formule 


F ) 
f: = 10) + RE (8.47) 
analogue à (8.43). 
De même. on a évidemment 


fi <f2/(x*). (8.48) 


Il s’agit d'un algorithme 
fini parce que les segments 
rectilignes de Ja trajectoire 

Fig. 8.4 x = zx(y) sont en nombre 

fini. [1 est clair que le nom- 

bre de problèmes de minimisation sans contraintes qu'on doit 
résoudre pour obtenir la solution de (8.37), est au plus égal au nom- 
bre m de contraintes (il lui est en général sensiblement inférieur). 

Montrons que notre façon de raisonner qui s’inspire de la loi de 
la conservation de l'énergie, développe nettement la méthode de la 
tangente. 

Nous avons introduit ($ 8. 2) une fonction convexe v — wŸ (u) 
dont on ne savait rien sinon qu'elle est non négative et vérifie les 
conditions 


FO) = SE —0. (8.49) 


u--/(x*) 


S'agissant d'un problème de programmation linéaire, nous en con- 
naissons iufiniment plus : 1 (u) est non seulement strictement conve- 
xe quand u << f(zxz*), mais aussi une fonction régulière composée 
de tronçons de paraboles (fig. 8.4) dont les abscisses des points de 
raccordement se confondent avec celles des points d’inflexion de la 
fonction linéaire par morceaux y (f) (fig. 8.3). Cette affirmation 
découle de la formule (8.42) : 


pG)=— | v()df. (8.50) 


1(x%) 
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Au processus fictif y — © (f) défini par les conditions 1)-4) est 
associée la fonction 


v (u) — 8 (u) = — | o (f) df (8.51) 

1(x*) 
qui est, pour u</,, une parabole tangente à la courbe uv — 4 (u) 
au point (w,, v,) et à l'axe des abscisses en Ÿ = f,. Evidemment, 


8 (u) = 0 pour u € (fi, f*). 
Utilisons les conditions 1)-4) ; on aboutit facilement à l'équation 
de la courbe v — 8 (u) (fig. 8. 4) : 


. } | pour u < js, 
0 pour u€(f1. f*) 


(8.52) 


et à la formule 


PAR 


h=u+ (8.53) 


qui coïncide avec (8.43). 

Quand y, € (0, y) et u E (u‘®, f*), on a de même l'identité évi- 
dente 6 (u) = 1 (u). 

Si l’on voulait distinguer le procédé décrit de la méthode de la 
tangente proprement dite ($ 8.2), on l'appellerait méthode de la 
tangente parabolique. 

La méthode en question se généralise de suite à la programmation 
non linéaire, et la convexité de y (f) le long de la trajectoire du proces- 
sus quasi statique x = x (y) suffit toujours pour qu'il y ait conver- 
gence de la suite f,, f+, . . . Chose importante à noter, la vitesse de 
convergence ne décroît pas à mesure qu'on s'approche de la valeur 
optimale de la fonction économique f (x). En effet, il devient pos- 
sible de linéariser f (x) aussi bien que les contraintes, et un problème 
linéarisé se ramène à la résolution d’un nombre fini de problèmes 
de minimisation sans contraintes, ce nombre étant en général petit 
devant la dimension du problème. 


$ 8.4. Problèmes dynamiques de la commande optimale 


La méthode de la tangente s'applique heureusement dans la 
commande optimale {46]. Le sujet étant trop vaste, nous nous bor- 
nerons au problème 


Li 
min | Jo (Te --., Tns Us +. Um t) dt (8.54) 


{o 
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sur l’ensemble des trajectoires régulières par morceaux zx (t) et des 
commandes continues par morceaux x (!{) qui respectent les condi- 
tions 


PT (Lys +. Tns Ugs +. Um t); (8.55) 
Ti (to) = ti”, tits) =xi, i—1,...,n, (8.56) 


uEQ, (8.57) 


avec un ensemble convexe borné dans Et" des commandes admis- 
sibles. Pour la commodité de l'exposé ultérieur, nous nous occupe- 
rons, au lieu de (8.54)-(8.57), d’un problème équivalent, à savoir 


min Zo (4) (8.58) 

en présence de (8.55)-(8.57) et de conditions complémentaires 
= fo (Ty, +, Tns Us ee Um t), (8.59) 
To (to) = 0. (8.60) 


Avec la méthode de pénalisation nous obtenons une suite de 
problèmes de la forme 


1 7 La 
min Y2o (1) + | D [EE — j: (x, u, t) [dt b (8.61) 


aEX, ue do i—0 


où À est l’ensemble des trajectoires régulières par morceaux x (1) — 
= (zo (t), . .., x, (t)) qui satisfont à (8.56) et à (8.60), suite qui 
correspond à une suite Yo, Yr, - - - de valeurs du paramètre y telle 
que 


>>> Hüimy,=0. 


On reconnaît en (8.61) un problème variationnel connu où l’ex- 
trémité droite zx, (4) de la trajectoire est libre et les limites des 
commandes sont libres (dans Q). 

Nous passons outre aux méthodes numériques correspondantes 
en nous bornant à une technique itérative simple qui donne en 
général de bons résultats. Cherchons la solution du problème (8.61) 
dans la classe de lignes brisées d’'Euler pour zx; ({), i—0,...,n, 
et dans celle des fonctions en escalier pour les commandes u, (t), 
s = 1, ..., m. L'’algorithme proposé est cyclique. 


PREMIÈRE ÉTAPE DU PREMIER CYCLE. (Choisissons une trajectoire 
continue 2% ({) quelconque qui respecte les seules conditions aux 
limites (8.56) et (8.60). Cela peut être par exemple un segment de 
droite entre le point initial et le point final. Avec zx, (t) = x;"® (6) 
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fixes, le problème (8.61) se ramène à 


min D [DE ji (20 (+), u, | (8.62) 


uEQ i=0 


à tout instant t E({,,t,). Notons u‘® (1) la solution de (8.62). 


SECONDE ÉTAPE DU PREMIER CYCLE. Posons u (t) — u‘® ({) dans 
le problème original (8.61), il vient le problème variationnel 


ti 


min À vro(e)+ À D [Ep (evo (6), oJ & (8.63) 


to i—Ù 


qui se résout par diverses techniques dont la méthode de la tangente 
d’Euler. Soit zx‘! (t) solution de (8.63). La résolution de (8.62) et 
(8.63) clôt le premier cycle. La première étape du cycle suivant 
diffère de son homologue par la seule substitution de 2‘? (t), solu- 
tion de (8.63), à la fonction vectorielle x‘° (1). La suite tombe sous 
le sens et l'algorithme fournit finalement les suites minimisantes 
de commandes ut® (1), ut (t),... et de trajectoires zt° (4), xt (1),... 

Ainsi, nous supposerons que, pour tout y fixe non négatif, la 
solution du problème (8.61) est approchée aussi bien qu'on le veut. 


Soit z(t,v), u(t, y) deux fonctions vectorielles qui sont solu- 
tion de (8.61) pour une valeur fixe =>0 du paramètre y. Comme au 
$ 8.2, le système d'équations 


1 nn 


V = dj (Z(s, ,u(t, > 1 “dt, 
21% li (x(E, v), u(E, 7) )] l 8.64 


U — To (ti, Ÿ) 


s’interprète comme étant les équations paramétriques qui définissent 
la courbe V — 14 (U) dans le plan, et 


p(U)>0 pour U < x (t:), 


D leu = Ÿ (8 (1) = 0. 


(8.65) 


U=x#(ts) 


Reprenons nos raisonnements du $ 8.2; on s'assure aisément 
que le point (U1®, V0), où 


U® = x UT Yo); 
no" pl _ _ -12 8.66 
po — | > [EE — f: (z (£, Yo): u (#, Yo), | dt, ) 


to i=0 
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appartient à la courbe V — 1 (Ü) et que la droite 
YoU + V = YU + VU) (8.67) 


est tangente à V — + (U) en (U1®, V®). 
Posons V = 0 dans (8.67), il vient 


, F0) 
U, — V0 + , 
Vo 


(8.68) 
quantité telle que 
UO LU; <z* (t;). (8.69) 


La recherche de Ü, constitue l'étape préliminaire d’un algorithme 
pour le problème de commande optimale, algorithme analogue 
à celui de $ 8.2. 


L'algorithme même consiste à résoudre une suite de problèmes 
de la forme 


huon ! 
min {(r(4)—u+ | D [Et fi(u,0 l'a}, 
to 


xEX, uen rar 

v—0,1,... (8.70) 
où 
U,= ver NT (8.71) 
2 (Us) ? 
UN = 20 (4), (8.72) 
hu n 

AE [ D [TE — hi (tu @,n] &, (8.73) 


to i==0 
(x (4),u‘° (4)) étant solution du problème (8.70). 

Notre exposé de la méthode de la tangente pour les problèmes 
de commande optimale a été des plus brefs afin de ne pas répéter 
ce que nous avons dit au $ 8.2. Notons pour conclure que le recours 
à des paraboles convexes tangentes (voir $ 8.3) conduit à un algo- 
rithme analogue: la seule différence qui compte est de remplacer 
les formules (8.71) par 


Ur = UN + 
v + UNI LU, 


po) 


CHAPITRE IX 


MODÈLES D'ÉQUILIBRE ÉCONOMIQUE 


$ 9.1. Introduction 


Le chapitre traite de certains modèles d'équilibre économique 
qui se caractérisent par l'existence de plusieurs systèmes à fonction 
économique, ressources et budget propres. L’interaction des systè- 
mes revêt la forme d'échanges. Ses analogues physiques sont les 
transferts de matière ou d'énergie dans le passage à l'équilibre d’un 
système physique. Il y a alors égalisation des variables extensives 
des sous-systèmes et une fonction d'état (potentiel thermodynamique) 
atteint son extrémum. S'agissant de systèmes isolés, ce potentiel 
est l'entropie ou l'énergie de Helmholtz. Une économie qui évolue 
vers l'équilibre offre un tableau analogue: les consommateurs 
d'une ressource égalisent le prix de ce bien et une fonction d'état 
qu'on pourrait appeler entropie de l'économie, atteint son maximum. 
Nous concevons l’économie comme un système de commande où le 
centre de décision distribue le capital et impose des limitations de 
ressources. 11 s’agit donc d’une économie partiellement centralisée 
où les unités périphériques jouissent d'une certaine autonomie. 
L'autorité centrale utilise le mécanisme de l'équilibre en se limitant 
pour sa part à déterminer les chapitres budgétaires et à garantir 
la stabilité du passage à l'équilibre. L'analogue physique en est 
une variation rationnelle des paramètres qui définissent les condi- 
tions extérieures du système et un transfert spontané à l’état. d'équi- 
libre associé. Ainsi, nous commandons à la Nature en lui obéissant 
et en créant les conditions extérieures de façon que l'état désiré 
soit le plus probable (*). 

Dans d'autres modèles d'équilibre économique les limitations 
de budget font défaut et les paramètres de décision sont les éléments 
de la matrice de la répartition initiale des ressources. L'équilibre 
s'établit ici par le troc (voir p. ex [11] (**)). On construit leurs 


(*) Nous faisons allusion au célèbre théorème 77 de Boltzmann : l'entropie 
est proportionnelle au logarithme de la probabilité de l’état: S — &In H. 

(**) Ce modèle n'est ni un cas particulier ni une généralisation du modèle 
de Gale comme l’auteur a dit (à tort) dans [15]. 
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analogues physiques et on établit des algorithmes de liaisons redon- 
dantes pour les problèmes d'équilibre correspondants, mais le volu- 
me modeste du présent livre nous interdit d’en exposer les résultats. 


$ 9.2. Equilibre d'un modèle linéaire d'échanges 


Nous allons étudier le modèle de Gale [29, 34, 41, 42] et nous 
constaterons que le problème relatif à l'équilibre d’un modèle linéaire 
interindustriel est équivalent à la recherche de l’équilibre d’un syste- 
me physique isolé. L’étude du modèle physique nous fera conclure 
que les résultats fondamentaux de Gale découlent des principes 
de la physique et de la mécanique analytique. 

Soit une économie à r biens G;, G:, . .., Gh, m consommateurs 
A; 42, - .-., A et un producteur. Supposons que ce dernier produit 
durant une période (p. ex. une année) X, unités de G,;, X. unités 
de G:, ..., À, unités de G, et désignons par P,, P,,..., Ph 
les revenus annuels des À4,, À,, ..., A. 

On admet que les consommateurs n'épargnent rien et que l'utilité 
unitaire relative procurée à À, par G; est évaluée par un nombre 
non négatif c{*. Nous dirons qu’un n vecteur 2° — (x4°,..., 2) > 
> 0, où x!” est la quantité d’unités du bien G; achetée par À,, 
est le complexe des biens de ce consommateur. 

Le modèle étant linéaire, le consommateur A4. évalue l'utilité 
de son complexe 2% — (x!°, ..., x’) par la fonction linéaire 


n 
fs (2°) = 2 cr, 


La linéarité supposée des f, (1°) ne correspond en général pas 
à la réalité et on ne la justifie que pour x!{° faibles. Cela peut arriver 
si la période de fabrication du complexe X — (X,, ..., X,) est 
suffisamment courte, ce qui détermine la petitesse de X; et P.. 

Soit ensuite le vecteur des prix p = (p,, ..., Ph), p; étant 
le prix unitaire du bien G;. Le consommateur À, choisit maintenant 
un complexe tel que 


Ÿ cfr) + max, (9.1) 
i— 1 
D par KP. (9.2) 


1—=1 


La dernière inégalité est la contrainte budgétaire. Ainsi, chaque 
consommateur cherche la solution du problème simple de program- 
mation linéaire (9.1)-(9.2). 

Il se peut néanmoins que la quantité totale d’un bien, à savoir 
zx La + ... + ri, dépasse les disponibilités, i.e. on ne 
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vérifie pas la contrainte sur les ressources 


> a LAr. 


Si les prix sont fixés de façon arbitraire, la demande peut par 
conséquent excéder l'offre ou vice versa, ce qui fait augmenter les 
prix des biens déficitaires et abaisser ceux des biens en excès. Ainsi, 
on se pose le problème de l'équilibre des prix au sens de la défini- 
tion suivante : 


DÉFINITION 9.1. Un vecteur des prix p = (p1, ..., PA) est D 
d'équilibre s'il existe des complexes des biens x}, 2%, .. 
qui respectent les conditions (9.1), (9.2) et 


Dr =X,;, i—1,2,...n 


s=1 


Ces complexes des biens, quand ils existent, sont dits équilibrés. 
On suppose naturellement que la matrice ||c£* || des utilites 
subjectives jouit de la propriété d’avoir au moins un élément positif 
par ligne et colonne. Autrement dit, chaque consommateur désire 
un produit et il n'existe pas de produit d'utilité nulle. 
L'équilibre du modèle économique considéré s’interprète donc 
au sens de la 


DériniTIoN 9.2. Soit C—|| c{*’ || une matrice non négative dont 
chaque ligne et chaque colonne possèdent au moins un élément 


positif et P,, ..., P,, des nombres positifs. Un n-vecteur p — 
= (p4, ..., Pr) = 0 constitue un vecteur prix d'équilibre et des 
n-vecteurs 2, 2%, ..., x" =0 sont des complexes équilibrés 


des biens s'ils satisfont aux conditions 


S cr max, s—1,2,...,m, 


Fe 

D pur EP, s—1,2,...,m, (9.3) 
29 = X, i=1,2,...,n. 

sæm{ 


Le résultat essentiel du problème relatif à l'équilibre du modèle 
d'échanges est le théorème de Gale [29, 41]. 


THEÉORÈME 9.1. Quels que soient la matrice C et les nombres P,, ... 
.…, Pm qui vérifient les conditions de la Définition 9.2, il existe un 
système de prix d'équilibre. 
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Ceci étant, les complexes équilibrés 21 *, ..., 2° # maximi- 
sent la fonction 


LL n P 
p(r 27) = A Ze) | 
S— 12= 


dans le domaine défini par les x dernières conditions (9.3) et les 
prix d'équilibre p*, ..., pr sont donnés par les formules 


(s) 
« à P: 
pi=max= - (9.4) 
D 76)" 
J=i 


Dans la suite, nous préférerons le problème suivant qui équivaut 
à la maximisation de @œ (xt, ..., 27): 


ZP, (Z 29 ) —+ max, (9.5) 


m 9 
2 Xi (9.6) 


s=1 

2950, i=1,...,n;s—1,...,m. 
I1 se trouve que la résolution de (9.5)-(9.6) revient à chercher l’équi- 
libre d'un système physique, la fonction à maximiser étant l’entropie 
et le vecteur prix d'équilibre le vecteur des coûts duals des contrain- 


tes (9.6). En effet, l’entropie S d’un gaz parfait qui occupe un volu- 
me ŸV variant à température constante, s'exprime par la formule (2.21) 


S=uR In V + pcy in T + az. 
Si la constante d'intégration a, vérifie la condition 
a +cyinT = 0, 
on a 


S = pu In Y. 


La fonction (9.5) s'assimile, on le voit, à l’entropie d’un gaz parfait 


contenu dans les volumes V), V9, ,.., V9 égaux à 
n 
yo = Ÿ» C2 s—1,...,m, 
i=1 
et renfermant respectivement 
Ps 


Hs—= 2) s= À, es M: 


moles de gaz parfait. Si l’on se rappelle de plus les modèles de syste- 
mes d'équations linéaires du chapitre premier, on s'imagine Sans 
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peine le modèle physique du problème (9.5)-(9.6) (fig. 9.1). La partie 
droite du dessin représente z systèmes de m cylindres de hauteur £ 
et de section 1. Les volumes communicants du i-ème système con- 
tiennent un liquide incompressible qui est X, unités à droite des 
pistons et ni — X ; à gauche. Il s’agit donc de modèles des contrain- 
tes égalités (9.6), et les coordonnées zx{°” de la position des pistons 
respectent ces contraintes. On voit également sur le dessin m systèmes 
de volumes communicants V4, ..., Vt® qui renferment respecti- 
vement u = PyR, lo = PUR, ..., Um = Pn/R moles de gaz 
parfait. Le système s est formé par des cylindres de section c{”, 
de base droite immobile et fermés à gauche par un piston distant 
de xf” de la base. On a donc construit un système physique à para- 
mètres d'état r{° assujettis aux contraintes (9.6) et à entropie 


S= SP, In( > cr), 
s= | CES | 


Ainsi, il y a équivalence entre le problème (9.5)-(9.6) et la recherche 
de l’équilibre du modèle physique de la fig. 9.1 (*). 

Avant d'établir les conditions d'équilibre du modèle, on intro- 
duit les notations suivantes: 

4) w? — différence à l'équilibre x{*’* entre les pressions de part 
et d’autre des pistons du système à dont les volumes communicants 
remplis de liquide incompressible modélisent les conditions 


m 
> ri = À; 
CES | 


2) g‘%* — pression dans le système s de volumes communicants 
79 a), ..,cx9 remplis de P,/R moles de gaz parfait. 

Le modèle est évidemment en équilibre dès qu'il en est de même 
des tiges fixées aux pistons: 


— (a® 
1% 0" —0 pour x >0, (9.7) 


>0 pour 29" 0, 
i—1Â1,...,n; s—1,..., m. 


Il y a entre g1*, ..., g"%* et les coordonnées de l'état d'équi- 
libre l'équation de Clapeyron-Mendéléev 


n 
g9 D dx = AT. 


Puisque nous nous intéressons aux seuls processus isothermiques, 
on pose TZ = {À et on obtient par substitution de u, = P,/R dans 


(*) Une condition nécessaire en est évidemment la nullité de la pression 
extérieure, sinon l'équilibre du modèle est défini non seulement par la pres- 
sion du gaz et du liquide à l’intérieur des volumes, mais aussi par les forces 
de pression extérieures. 
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{1) 
La. | 
9 
TI 9-0 
G=0 
(m-1) 
Tac 
IC 


Ca{ 2-0 FF 
(— 
Ti tx | 
ÎL | D — 
| ç. 
CLR 
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la dernière égalité : 
Pe 


Re 
> cz(s)° 


i=1 


(Se 
q — 


(9.8) 


Les conditions d'équilibre (9.7) entraînent alors 


( 
Pc” (s)* 


= pour zi >0, 


(9.9) 


ou 


P ,c{) 
LD} — MAX —"———, (9.10) 
"D pape 
J=1 

Ainsi, les coûts duals w?, ..., wi des contraintes égalités (9.6) 
se définissent par les mêmes formules de Gale qui donnent les com- 
posantes du vecteur prix d'équilibre. Par conséquent, p}? — u*, 
i = 14,..., n. Les conditions d'équilibre (9.7) impliquent en outre 
ja validité des contraintes budgétaires. Multiplions en effet (9.9) 

par 2%, ..., z$* et sommons, il vient 


n 
\1 ,,.m,(3)* 

Durs: —=P,,s—1,...,m. 
1= 


Pour terminer la démonstration du théorème d'équilibre sur 
le plan physique, il faut montrer que z*, ..., 2% optimisent 
m problèmes 


à ir — max (9.11) 
avec les conditions 
D pit —= P,, | 


| (9.12) 

29 > 0,s=1,...,m. | 
Le principe de la libération veut en effet que (2*, ..., xt7*) 
reste un équilibre du modèle si les liaisons (9.3) sont remplacées 


par leurs réactions w?, ..., u* dans cet état. Le système se dé- 
compose évidemment en m parties indépendantes qui se maintiennent 


15—-0680 
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chacune dans l'équilibre pour z$” — x{°’*. Elles sont rendues actives 
par le remplacement en question et on maximise à l'équilibre 


(z%, ..., x9%) chacune des fonctions 
n nr 
D,=P,1n D cf 2° — D uw x”: (9.13) 
ii i=1 
s—1Â,...,m, 
sur son domaine 2? > 0, i — 1, ..., n, à elle. 
Il est connu d'autre part que, selon le principe des travaux vir- 
tuels, l’état (20%, ..., 2%) réalise l'équilibre si et seulement 


si le travail des forces données dans tous les déplacements virtuels 
compatibles avec les liaisons dans un voisinage de cet état est nul 
ou négatif [19]. Ainsi, ce principe entraîne la validité des conditions 


n 
2 (cg — wi) Bat” & 0, s=1, ..., m, 
quels que soient ôzx!” assujettis aux seules conditions 


ôr{”>0 pour z{”°—0. (9.14) 


Il est connu [18] qu’un équilibre persiste pourvu que les contrain- 
tes sur les déplacements virtuels ôx{” soient compatibles avec cet 
état. C’est p.ex. le cas des égalités 


D'utz)—P,,s—1,...,m, (9.15) 
i=1 


qui sont compatibles avec les états d'équilibre par suite de (9.10). 
Les quantités 6x! sont alors astreintes à vérifier, en plus de (9.14), 
les conditions 


n 

D wtôxf)—0, s—1, ..., m. 

i= 1 
Le dernier résultat signifie que la fonction (9.13) atteint également 
son maximum pour æ{” = z{** sur l’ensemble des états {zxi°} qui 
respectent (9.15) et 1{=>0. On a sur cet ensemble 


nn 
D wr) = P,—=const, s—1,...,m, 
1—1 


et donc 


n ñn 
max P,Iln }, cz = P, in » cr! 
ins {mi 
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sous les conditions (9.15) et 20, i.e. 20%, ..., xt% sont 
les vecteurs optimaux des problèmes (9.11)-(9.12) et donc 


h Lo . 
Wi —= Di; i— 1, À, 


c’est-à-dire les coûts duals des limitations de ressources du problème 
(9.5)-(9.6) constituent les composantes du vecteur prix d'équilibre. 


$ 9.3. Algorithme de résolution du problème relatif 
à l'équilibre du modèle linéaire d'échanges 


Nous allons voir que la méthode des liaisons redondantes du 
$ 3.2 conduit facilement à un algorithme itératif pour le problème 
d'équilibre du modèle de 
Gale. Reprenons le modèle 
physique (fig. 9.1) du pro- 
blème (9.5)-(9.6) et choisis- 
sons un état {r{°°} vérifiant 
les conditions (9.6). Cela 
peut être un état défini par 
les variables (*) 


(s)0 X; , e 
Zi =—, i—1,...,n; 


S—=1,...,m. 


L'’algorithme représente 
la description mathémati- 
que du passage spontané vers 
l'équilibre du modèle (fig. 
9.1), qui s'effectue par éta- 
pes déterminées par l'in- 
troduction des liaisons re- 
dondantes. 

__ En première étape, on Fig. 9.2 

isole les enceintes remplies 

de gaz parfait et on aborde nr problèmes partiels obtenus par intro- 
duction desdites liaisons (liaisons du type parois). La fig. 9.2 visua- 
lise le modèle physique de l’un de ces problèmes. Soit {171} un équi- 
libre du modèle soumis à ces contraintes. On enlève les parois 
pour zxi” — zxf”! fixes et on détermine la pression consécutive dans 
les volumes communicants cl°x®, cri, ..., ca), s — 1, ..., 
m, qui renferment le gaz parfait. 

L'étape suivante ne diffère de la précédente que par les coordon- 
nées de l’état initial qui sont les quantités z{°”! calculées en pre- 
mière étape. 


(*) Le lecteur trouvera plus loin plusieurs autres formules qui définissent 
un état initial sensiblement plus proche de l'équilibre cherché. 


15% 


228 MODELES D'EQUILIBRE ECONOMIQUE [CH. IX 


La suite est évidente et on aboutit en fin de compte à une suite 
d'états {4°}, {241}, . .. à laquelle correspond une suite monotone 
croissante de valeurs de l’entropie du modèle physique. Ce résultat 
découle du deuxième principe de la thermodynamique car on résout 
à chaque étape un problème d'équilibre du modèle à liaisons redon- 
dantes indépendantes du temps qui sont compatibles avec l'état 
défini à l'étape précédente. Si z{*°=> 0 pour ci” > 0, la suite 
{2490}, {xf1}, ... a pour limite l'équilibre {zxf°*} qui définit 
les complexes équilibrés cherchés 2tb#, 22%,,.., 7%, On a alors 
pour le vecteur prix d'équilibre les formules de Gale (9.6). La signi- 
fication des conditions z2f°%°=>> 0 pour c{” => 0 sera éclaircie dans 
la suite. 

Considérons un problème de la première étape. Notons gt” la 
pression dans les volumes isolés cf” x{” contenant le gaz parfait. 
S'ils ne sont pas isolés, la pression intérieure dans l'état xf””° vaut, 
selon (9.8), 


0 0 ù …1,)0 
q{” (x )= 9) = - Ps = q(7 ), 
ÿ 4e 
a=i 


et s'ils le sont, la pression dans un état zf” quelconque est donnée 
par la loi de Boyle-Mariotte 


(s90,(5)0 P.2(s) 
gi” s) qi … sTi | 
(x = 7 _— (9.16) 
54 | 
e 4° 


Désignons par {x{”1} l’état d'équilibre du modèle avec c{”x£{” isolés 
et par w{! la différence dans cet état entre les pressions de part et 
d'autre des pistons dans le système..i de volumes communicants 
remplis de liquide incompressible. 

Par analogie avec (9.7) les conditions d'équilibre du modèle 
à liaisons redondantes s'écrivent 


—0 s)1 
got {70 per 70 un 
>0. pour x°'=0, | 
où, conformément à. (9:16), | . , 
8 ‘ P,x 80 5 
gi PE . (2.18) 
) z s)i e)2 590. , 
| À n M 


On observe que dans les conditions 


u on af 0 pour ci > 0. " 
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l'équilibre {x{!} vérifie également les inégalités 
2% 0 pour c > 0. 


Il s’agit là d'un résultat physique évident qui découle de l’impossi- 
bilité de réduire à zéro par des forces finies un volume cri => 0 
de gaz parfait exerçant une pression g{* >> 0. D'autre part, les 
conditions d'équilibre (9.17) entraînent 


240 pour c{” —0. (9.19) 


Soit, en effet, cf} —0. La condition d'équilibre a alors la forme 


—0 pour rf > 0, 
wi, (s1) 
>0 pour xi” —0. 


La matrice || cf” ll étant supposée dépourvue de colonnes nulles, 
le cas uf}? — 0 s'avère impossible. Cela signifie l’existence d'au 
moins un consommateur pour lequel le bien G;, a une valeur positive. 
La condition (9.19) est évidemment respectée par les éléments x°* 
de la matrice || x$” *|| de la répartition optimale des ressources. 
On a alors à toute itération 

(s)k 


zÿ  —=0 pour cs — 0, 


k—0,1, .…. 


Cette propriété de la solution optimale incite à prendre pour élé- 
ments de la matrice || x$° ‘|| de l’approximation de départ des quan- 
tités proportionnelles au produit du budget par le coût attribué 
au bien par le consommateur: 


(8° — A Pic). (9.20) 

Les quantités À, ..., À, s’obtiennent à partir de la condition 
DES (9.21) 
sm 


Il résulte des deux dernières égalités : 


a X GP? 


ÿ CT Pa 
ami 
Moyennant les conditions d’équilibre (9.17) du modèle à c{”2{" 
isolés, on trouve les formules pour les coordonnées de l’état d'é- 
quilibre. Multiplions les inégalités (9.17) par les coordonnées x”! 
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correspondantes, il vient 
Sri — cg 2 0, (9.22) 
i—A4,...,n; s—1,...,m. 
Or, on a en vertu de (9.18) 


1_(s)1 P,z()° 
QU = —_ , (9.23) 
D ONE 
a—1 
ce qui fait que (9.22) et (9.23) entraînent 
Pets) ()0 
rt — + Si (9.24) 
wi (s) ,(9)9 
À ‘æ “a 


On élimine facilement les inconnues w{! par recours aux limitations 
de ressources (9.3). On tire de (9.3) et (9.24) 


m m 0 
Pc\S)r (s) 
X ; == D 21 — DAT oo 
s=1 s—={ cs) 26° 
a—=1 
ou 
Pe)z(s)° 


Le report dans (9.24) fournit les formules de calcul des coordonnées : 


P cs) 


à c (){5)0 


(sl 
Ti = X i Pact°)z(9) 


ba, 


1 Ye (0,000 
1 À 
Introduisons la notation 


P 2! (s)0 


n 


DU 


a=1 


0 
Eu" — 
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Les formules pour {1 prennent la forme 
E(s)0 


Si {1{°} ne constitue pas un équilibre du modèle physique du 
problème (9.5)-(9.6), la situation ne change pas avec l'introduction 
des liaisons redondantes du type parois imperméables. L’entropie 
(9.5) du modèle dans les états {x£{°°} et {xf°1} vérifie donc l'inégalité 


ÿ P, ]n D arf" < > P, In Sc OL 


s=1 1=1{ 
Acceptons {r{°1} avec les conditions 9.6 pour état initial du modèle 
et reprenons les développements dès le commencement, il vient les 
formules 


à AQU 
z® — X,; —— , 
D (ot 
t 

o—=i 
P, c{s) (91 


Lo 
D e{e) 21 
a=i 


qui définissent l’approximation suivante de l'équilibre (ou de la 
solution) cherché du problème (9.5)-(9.6). Si l'on continue, on aboutit 
finalement aux formules récurrentielles suivantes pour les complexes 
équilibrés 2, ..., 2”: 


1 
pe = 


N 
ss 


—————— 
» E CON 


o—=1 


N+i 
xt) + = X,; 


P,c{s) ZEN 
n (9.25) 


» c GZGN 


a=1 


(s)0 — X Pacf” 
En —_ — ? 


NY P (o) 
# 9° ] 
N=0,1,2,...,i—1,2,. n, S—1,2,...,m, 


ON 


N 
EE — 


, 2) —]imz! 


No 
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Le vecteur prix d'équilibre p* a ses composantes définies par les 
formules (9.4) ou par les égalités 


m 


1 (s)* . 
pi=ui=- DE”, i=1, ...,n, 
s= 1 
où 
| P.c{5)z(5)* 
Ets) — lim EN = à ‘“t , 

N— - 

es Y e(5)7(5% 
a= 1 


qui découlent de ces formules et des conditions (9.3). 

La suite définie par (9.25) converge, selon le deuxième principe 
de la thermodynamique, vers l'équilibre {x£° *}, état dans lequel 
l'entropie (9.5) du modèle physique est maximale. Si {zr{°°} n'est 
pas un équilibre, il garde, en effet, cette propriété pour le modèle 
à liaisons redondantes qui séparent complètement les volumes 
remplis de gaz parfait vu que ces liaisons conservent à l’état {15°} 
le nombre de degrés de liberté du modèle et les forces appliquées 
à ses composants. L'’affirmation «l’état limite {z{”*} constitue 
un équilibre » se démontre facilement par contradiction. 


&$ 9.4. Equilibre d'un modèle économique linéaire 


Notre étude portera sur le modèle d'une économie à plusieurs 
entreprises qui possèdent chacune sa fonction économique et son 
budget propres. L’équilibre économique est réalisé par un système 
de prix des ressources tels que chaque entreprise consommatrice 
de ressources maximise sa fonction économique. Nous verrons une 
fois de plus que rechercher l'équilibre de cette économie équivaut 
à trouver l'équilibre d’un système physique, ce qui signifie qu'il 
existe une fonction d'état qui atteint son maximum à l'équilibre 
et qui s’interprète comme entropie du modèle physique de l’économie 
considérée. Comme dans le modèle de Gale [29, 41], cette fonction 
est la somme pondérée des logarithmes des objectifs des entreprises, 
les poids étant leurs budgets. 

On complète le modèle par adjonction d’une autorité centrale 
qui utilise le mécanisme de l'équilibre et n’influe à cet effet que 
sur les dépenses budgétaires. Si le but de la direction centralisée 
est de maximiser une fonction économique globale, elle détermine 
ces dépenses de façon que l'entropie de l'économie approche au 
mieux l'objectif global. 

Notre modèle allie donc naturellement une gestion partiellement 
centralisée avec une certaine autonomie des sous-systèmes. Sa pro- 
priété essentielle est l'existence d’une fonction qui atteint le maxi- 
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mum à l’état qui maximise les fonctions objectifs de toutes les unités 
périphériques, et on assimile naturellement l’ensemble des para- 
mètres dont elle dépend aux paramètres du centre. 


PosiTION DU PROBLÈME. Soit une économie à m ressources B1, 
B,, ..., Bm en quantité respective b,, b,, . .., bA et à k consom- 
mateurs À,, À», ..., Ax dotés de budgets P,, P,, ..., P,. Les 
consommateurs peuvent être des entreprises (c'est notre cas) ou des 
secteurs. L'entreprise A, dispose d’un complexe des ressources 
ba) = {b(, be, . , DO, de n techniques de production et 
maximise sa fonction d' utilité, i.e. elle résout le problème 


ñ 
N c%)rf%) , max, (9.26) 
ji 


n 
S a@rf LEP, s=1, ..., m 


= (9.27) 

2 D 0,  — 4, 7 ne 
Ici 2° désigne le niveau d'utilisation de la technique de produc- 
tion i. Soit p — (Py, . .- ., Pm) = 0 un vecteur des prix des ressources 
B;, ..., Bm. Si l'entreprise À, ne dispose au départ que de son 


budget, elle : a à acquérir des ressources, et le problème se complique 
et s'écrit : 


ñn 
V ef)xf) > max, 


i=1 


Ÿ axe pe 0, 


ER | 


S—1, ..., m, 


m 
à Pb" < Po; 


9 >0, 9 >0, s—1,..., m i—1,...,n. 
Les inconnues sont ici 2°) et le vecteur des ressources b(@) achetées 
par À, 

Nous considérerons plus loin un problème d'équilibre au sens de la 


DEFINITION 9.3. Les vecteurs b(@) = (b{a), ..., b@)), œ = 
= 4, ..., k, de composantes = 0 constituent des complexes équilibrés 
des ressources et le vecteur p = (Pr, . - ., Pm) 0 est un vecteur 
prix d'équilibre s'ils vérifient les conditions 


(4) ft) (xte)) = > c")2f9 + max. 


a—=1, ...,k, 
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@) À aP {9 — D{® = 0, 
i—1 


a—1,..., k, s—1,...,m, 
(3) 2 Pad < Pa 
aœa—1,...,k, 


(4) Dh <b., 
a=1 


S—1,..., m. 


$ 9.5. Modèle physique d’un problème d'équilibre. 
Théorème d'équilibre 


L'auteur se propose dans ce paragraphe de construire le modèle 
physique d’un problème et de démontrer un théorème d'équilibre 
qui généralise le théorème connu de Gale relatif à l'équilibre des 
modèles d'échanges. 


THÉORÈME D'ÉQUILIBRE 9.2. Si la matrice || {|| ne possède pas 
de colonne ou de ligne nulle, les complexes équilibrés des ressources 
b, D, ,..., b® mazximisent la fonction 


È P,lnte (9.28) 
sous les conditions 
E, = à a) œ—1,...,k, (9.29) 
À a 49 — ÿ® 0, (9.30) 
2-1 k, s—1,..., m, 
à AL, s—=1,..., m, x° > 0, (9.31) 


et le vecteur prix d'équilibre p — (p,, . .., Pm) est le vecteur des 
coûts duals des contraintes (9.31). 


La démonstration puise abondamment dans les propriétés physi- 
ques du modèle du problème (9.28)-(9.31), si bien qu’on commence 
par décrire ce modéle. Il est visualisé par la fig. 9.3 et comprend x 
blocs qui modélisent les systèmes d'équations linéaires (9.29) et 
(9.30). Ces sous-modèles nous sont familiers dès le chapitre premier 
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$ 9.5] 


Fig. 9.3 
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et ils se composent tous de volumes communicants remplis de liquide 
incompressible. Les blocs sont liés par des systèmes de récipients 
analogues qui représentent les m conditions (9.31). 

En ce qui concerne la fonction économique, on procède comme 
dans le modèle d'échanges de Gale, i.e. on la modélise par À volumes 
égaux respectivement à E,, Ë., ..., Ex qui contiennent un ge? 
parfait en quantité telle que la pression dans &, — ze + 

. + dora) soit 1 pour Ek — P,. On vérifie sans peine que ces 
volumes "contiennent à température absolue constante T — 1 Lo = 
— P,/R moles de gaz (R est la constante universelle des gaz). Ceci 
étant, la fonction (9.28) est par analogie avec le modèle de Gale 
($ 9.2) l’entropie du modèle physique décrit. Comme l’entropie a la 
valeur maximale à l’équilibre, le problème (9.28)-(9.31) équivaut 
à la recherche de l'équilibre du modèle physique de la fig. 9.3. 

L'équilibre mécanique du modèle en question est réalisé dans 
les conditions d’équilibre des forces appliquées à ses éléments solides 


mobiles. Ce sont n-k tiges repérées par les quantités 21°; m-k tiges 
dont la position est indiquée par b(®) ; À tiges positionnées par E;, . .. 


. er SR: 

Introduisons plusieurs notations : 

1) q? — qi = différence entre les pressions de part et d'autre 
des pistons dans les volumes communicants qui représentent les 
conditions (9.31); 

2) ge — qg@)* = différence de pression dans les systèmes de 
volumes communicants V(a)- et V(&) + qui représentent les contrain- 
tes (9.29) et (9.30). Pareillement aux problèmes de programmation 
linéaire (voir $ 1.2), on a les formules 


y®)- — | (1 +, À ae ) … a) 2°) + be), 


pi (14 À Ia) + Ÿ aff — 9, 


3) Qa — pression dans les volumes Ve contenant le gaz parfait. 


La quantité q est reliée aux coordonnées at), ..., @) par l'é- 
quation de Clapeyron-Mendéléev 
JaËa — UaRT, 
qui entraîne pour T = 1 et pu, = P,/R: 
P 
Qx = Te . (9.32) 


On établit maintenant sans peine les conditions d'équilibre du 
modèle de (9.28)-(9.31). Les n-k tiges repérées par z{* dont le dé- 
placement est assujetti aux liaisons unilatérales 2” >0, sont en 
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équilibre sous les conditions 


(œ) 
À (a — g+) asp À > qui pour a 0 (9.33) 
s= 1 


=qai” pour x >0, 


i—1,...,n, œ—1,...,k. 


On n'oubliera pas que la pression à gauche des pistons est supposée, 
comme dans le modèle de Gale, égale à 0, si bien qu'on a évidem- 
ment a = 4" — 4% - 

Les conditions : d’ équilibre des tiges repérées par b@) et soumises 
aux liaisons unilatérales b@ 0 sont de la forme 


go” _ go+ < gi) — gt) pour be) — 0, (9.34) 
‘ ‘ —q{)— gt pour bf° > 0, 
s—=1,..., m, a—=1,...,k. 


Enfin, les pistons dont la position est définie par les variables libres 
des contraintes (9.31) 


k 
B.=b— D D, s—=1,..., m, 
az=i 


sont évidemment en équilibre si 


gg Î 70 pour f,= 0, 
° ° = 0 pour B,>0 


Les conditions (9.33)-(9.35) forment un système de conditions 
d'équilibre du modèle physique de (9.28)-(9.31) et constituent un 
théorème de dualité pour la classe considérée de problèmes. En parti- 
culier, les quantités q{? — q!*’ sont à l'équilibre les coûts duals 
des contraintes (9.31), i.e. les prix d'équilibre p,, . .., pn cherchés. 
Multiplions en effet (9.33): par zf° et sommons en i, il vient X équa- 
tions 


(9.35) 


m ñn 
À ça gt) Sage, @=t k 


d'où l'on tire, compte tenu de (9.30) et (9.32), 


m 
D Qi —a)=Pa at, k. (9.36) 
Les quantités go — qe + sont les coûts duals des contraintes 


(9.30) pour toutes les valeurs non uégatives de b(@) qui respectent 
les limitations de ressources (9.31). Par conséquent, 


PT = —gft, D —=Qm —qn + 
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sont les coûts attribués au complexe des ressources b{«), ba), . .. 
..., b@) par l’entreprise À,. Rappelons que cela est vrai pour tout 
complexe b(a), ba), . .., b(@) fixe qui satisfait à (9.31). Les com- 
plexes équilibrés vérifient les conditions (9.34) qui donnent, après 
une multiplication par b(® et une sommation par rapport à s: 

m m 


DU QE — ge )= 2 D (a) — gs). (9.37) 


s=1 s—= 


Les égalités (9.36), (9.37) entraînent 


à b{®) (CHREET — Pas a — 1, .. k, (9.38) 


Po = p=g )—q" pour b% > 0, 
s—1À,..., m. 


Ainsi, il y a à l’équilibre le signe d'égalité entre les coûts attribués 
à une même ressource par tous les consommateurs qui l’absorbent 
(b(@) => 0) et ces coûts sont égaux au prix d'équilibre de cette res- 
source. [1 résulte de plus de (9.34) 


pa = max (d®-— gt), 51, ... m. 
œ 


Les conditions (9.35) expriment le résultat connu suivant: si 
une ressource n'est pas complètement utilisée, son prix est nul. 

Il nous est maintenant possible d'achever la démonstration du 
théorème d'équilibre. Soit {rf*, b@*; les coordonnées du point 
d'équilibre du modèle du problème (9.28)-(9.31) et p* = qf"* — 
— q** les coûts duals des contraintes (9.31) ou les forces produites 
par les liaisons unilatérales exprimées analytiquement par (9.31). 
L’idée de la démonstration est de remplacer (9.31) par les forces de 
liaison p*, ..., pm à l'équilibre. Selon le principe de la libération, 
l'état {1f*, Bb} reste une position d'équilibre, mais le problème 
de rechercher l'équilibre du modèle libéré des liaisons (9.31) se 
décompose en * problèmes analogues pour les blocs qui sont en 
l'occurrence des systèmes physiques actifs. 

Considérons un quelconque de ces problèmes. Puisque (2{%)*, . .. 
..., 20%, ba), . .., b@*) constitue l'équilibre du bloc «, un 
voisinage de cet état vérifie, en vertu du principe des déplacements 
virtuels (voir Théorème 1.5, chap. I), la condition 


D prb” +8 2 A6 < 0, (9.39) 


avec, conformément à (9.32), 
Pa 
+ ° 


qa = 
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Dans (9.39), on n’a une inégalité que si le vecteur des déplacements 
virtuels ô2%) libère au moins une liaison 9 >0, i—=1,...,n. 
_ En choisissant la variation 6b{*) sous la seule condition (9.38) 


m 


D b® p* = Ps 


S—= 


qui est vérifiée dans l’état d'équilibre du modèle du problème 
(9.28)-(9.31), on aboutit à 


m 

A Le 2 

=, p*ôb! — 0, 
8= 


et la condition nécessaire et suffisante d'équilibre (9.39) du bloc « 
s'écrit 
N (ag (a) 
Pa = — = P,ô(In Ex) < 0. (9.40) 
ÿ c(a)7(a) 


1—= 


La démonstration s'achève là-dessus parce que (9.40) implique 
Eé —> max. 

Ainsi, l'équilibre du modèle physique du problème (9.28)-(9.31) 
est défini par les paramètres 


{açet, D, Dé}, i=1,...,n, s—=1,...,m, a—1,...,k, 


qui respectent la définition de l'équilibre. Ainsi, on se convainc une 
fois de plus que le principe de la libération de la mécanique analy- 
tique est essentiel pour les modèles de l’économie mathématique. 
Il entraîne en effet que dans les cas non dégénérés la fixation des 
prix d'équilibre permet de méconnaître les limitations de ressources 
qui restent valables à l'équilibre. 


$ 9.6. Algorithme de résolution du problème portant 
sur l'équilibre du modèle économique linéaire 


La méthode des liaisons redondantes fournit un algorithme itératif 
pour le problème de l'équilibre du modèle économique linéaire 
décrit au $ 9.4. Un résultat acquis (voir $ 9.5) est que le problème 
(9.28)-(9.31) a pour solution les programmes optimaux x, ..., xt 
des entreprises À,, ..., 4x et les complexes équilibrés des res- 
sources bn, b®, ..., b*, Les mêmes quantités définissent l’é- 
quilibre du modèle (fig. 9.3) de ce problème. 
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La méthode que nous allons proposer utilise la technique de 
décomposition du chap. VI. En effet, le problème (9.28)-(9.31) ne 
diffère de (6.7)-(6.9) que par la non-linéarité de la fonction écono- 
mique (9.28), ce qui donne, pour les éléments fixes de la matrice 
de la répartition des ressources {|| b@) |, Æ problèmes de la forme 


PalnE, — max, (9.41) 
n \ 
D coma —E, —0, 
1—1 


À after — be — 0, | Ê9 


im 


s—1,...,m, 


avec b(@)0 vérifiant (9.31). On conçoit que les vecteurs optimaux 
de ces problèmes partiels coincident avec ceux de £, — max sous 
les conditions (9.42), mais il n’en est pas de même de leur équilibre 
pour les modèles que nous allons utiliser (comme dans la méthode 
de décomposition, ce seront des modèles à gaz parfait). 

Nous voudrions insister sur le fait que la méthode ci-dessous 
relève essentiellement de la propriété des gaz parfaits qu’à tempéra- 
ture constante la pression varie proportionnellement au volume. 
C'est cette propriété qui permet de représenter physiquement la 
redistribution d’une ressource et un ajustement simultané des prix 
auxquels elle est achetée par diverses entreprises. 

Le modèle du phénomène économique en question est le passage 
a l'équilibre d'un système physique fermé avec égalisation des 
pressions et une variation correspondante du volume. La maximisa- 
tion de l’entropie fait conclure ici à l’existence d’une fonction d'état 
de l'économie qui atteint son maximum à l’état d'équilibre de tout 
modèle d'échanges. 

Ainsi, la méthode de résolution de (9.28)-(9.31) est, comme la 
décomposition, un processus itératif cyclique dont chaque cycle se 
fait en deux temps. Dans un premier temps, on résout k problèmes 
(9.41)-(9.42) pour ba) fixes soumis à (9.41), et, dans un second, 
on définit l’approximation suivante de la matrice de la répartition 


des ressources {| b{®) || pour des valeurs fixes de z%), coordonnées 
des états d'équilibre des modèles des problèmes de l’étape précédente. 
C’est un problème de redistribution des ressources qui coïncide avec 
son homologue de l'algorithme de décomposition par itérations. 
Ce problème se sépare lui aussi en m problèmes simples relatifs à la 
redistribution de chaque ressource. | 

Voyons de plus près un problème de la première étape, i.e. (9.41)- 
(9.42). Puisque tous les problèmes (9.41)-(9.42) sont du même type, 
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on omet l'indice «& et on écrit 
PlnEë— max, (9.43) 


n 


n \ 
D Citi —E = (0, | 


9.44 
> ait; —b® —0, | , 


s=1, ... 7, 


Son modèle physique coïncide avec l’un des sous-modèles de (9.28)- 
(9.31) (fig. 9.3). Les volumes communicants du modèle du système 
d'équations linéaires (9.44) seront supposés contenant un gaz parfait 
en quantité telle que les pressions dans ces volumes soient égales 
à une constante donnée g, dans tout état vérifiant (9.44). 

Soit 2% = (14°, ..., x) un vecteur quelconque 0. On 
définit le nombre E!” comme étant une coordonnée de l'état d’équi- 
libre du modèle de (9.43)-(9.44) pour x; = xi°”, i —1, ...,n, 
fixes. 11 s'obtient naturellement à partir de la condition d'équilibre 
de la tige, i.e. à partir de l'équation 


q6)0 — g(r)0 =, (9.45) 


où, conformément à (9.32), 


… P 
RTTUÉ 


On a de plus, par suite de (2.32), 
_S cyz{0 LEO) 
go — g6-10 = 79 — = ———, (9.46) 
+2 al 


avec = 2. On tire de (9.45), (9.46) une équation du deuxième 


degré à une racine positive (*) 


Et) — +05 CT, +V (S (2 ct) + sp E(t+3al)|. 
To i=1 


i= 1 
Utilisons tout algorithme du chap. III pour trouver l'équilibre x 
du modèle de (9.44) avec £ — E‘® fixe et l’approximation suivante 


(*) Sa racine négative ne vérifie pas les conditions (9.44). 
16—0680 
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Ed de Ë par une formule analogue 


a Sere VS) ed (14 Se). 


i=1 


et continuons dans cette voie. 

On constate une parenté très prononcée entre l’algorithme pour 
le problème de la première étape et l'algorithme pour le problème 
de programmation linéaire qui consiste à réduire celui-ci à plusieurs 
problèmes relatifs au minimum de la norme des écarts d’un système 
d'équations et d’inéquations incompatible (voir $ 3.5). En effet, 
E" se calcule par la formule 


EN = {> + V (S (3 ce) +2 tel)}. 


is 1 


et la recherche du vecteur per se ramène donc à minimiser l'é- 
nergie de Helmholtz du modèle de 


A 
ÿ Gsiti = 00), s—1,...,m, 
i=1 


n 
> cit; = EN), z>0 
i= 1 


système d'équations linéaires analogue à (3.37). Seules les formules 
pour les itérés du second membre de la (m + 1)-ième équation pré- 
sentent une différence. Le lecteur n’a donc qu’à se référer au $ 3.5 
en ce qui concerne les formules de calcul des composantes de zv *b. 
Le problème de la seconde étape est, nous l'avons dit, de calculer 
l'itérée suivante || b(® 1|| de la matrice de la répartition des ressources 
et il coïncide avec son homologue de l'algorithme de décomposition 
par itérations. Les formules finies correspondantes ont été déduites 
au $ 6.2. Puisqu'on considère à chaque pas un problème simple sur 
le passage à l’équilibre d’un système physique, il y a évidemment 
convergence monotone de l'algorithme exposé quel que soit le nombre 
d’itérations utilisées dans les problèmes de la première étape. 


$ 9.7. Une généralisation du problème 
de l'équilibre économique 


Plus haut nous nous sommes placé dans une situation où les 
entreprises n'ont possédé au départ du cycle de production que les 
budgets P,, ..., P,, si bien que l’entreprise À, a affecté P, à 
l'achat de tout le complexe des ressources (b(@), . ..., b(@)) aux 


prix (Py, + + +, Pm): 
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Une situation plus réaliste est celle où À, dispose au départ d’un 
complexe initial (ff, ..., fx) et d'un budget P, dépensé en 
ressources supplémentaires qui assurent l'équilibre stationnaire ou 


l'expansion de la production. L'entreprise À, se pose alors le problè- 
me suivant : 


n 
NY 
(œ)r(a) 
2 cat max, 


n 
2 alax(a) — pla) Da <O, s—1, ..., ms, 


n 


2 agite) — pla) LO, s=m+1,...,m, 


2 Pb) K Po, a=1,.. °) k, 
= 


2920, i=1,...,n; a=1,...,k. 


Cette économie atteint l'équilibre si l’on définit les prix d'équilibre 
Pis + + «+» Pm, des ressources B;, B:, ..., Bm,, i.e. des prix tels 
que les m,-vecteurs bn, b%, ,.., b® vérifient les conditions 


n 


21 c{axa) + max, 


ii 


ee 


n 


2 ata)z(a) — fa) Ha LO,s—1,...,ms, 


i= 
n 


2 axe — fo <O, S=mt+1,...,m, ua, sr À 


Ÿ PO E Pa, 1020, i=1,...,n, 
s= 1 
R 
2 Ho R;:, s= À, ss Mas ] 
= 
(9.47) 


BR, Ra, ..., Ram, étant les quantités des ressources B,, B:, ... 
., Bm, qu'on répartit depuis le centre de décision. | 
S'il raisonne comme au $ 9.5, le lecteur verra que les programmes 
d'équilibre 2, 2%, ..., x® des entreprises et les complexes 
16% 
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équilibrés qu'elles achètent respectent les conditions 


k n 
n 

Ÿ P,in À carte) — max, 
a=1 i= 1 


n 
>» a@x( — pla) — 20 <O, s=1,..., ma, 


i=1 
Saxe) — pie) (a œ=1,...,k 
œ œ D 
4 aa —pU<0, x> 0, 
s—=m+i,...,m,i=1,...,n, 
R 
D HPER,, s=1,...,m (9.48) 


et que les composantes du vecteur prix d'équilibre sont les coûts 
duals des contraintes (9.48). 

La démonstration de ce théorème d'équilibre fait appel à un 
modèle physique analogue au modèle du problème (9.28)-(9.31). 
On observe que les inconnues B!{% ne sont nécessairement pas astrein- 
tes à être non négatives, ce qui signifie que les entreprises sont auto- 
risées à vendre à des prix d'équilibre les ressources excédentaires. 
La démonstration suit la même voie que celle du $ 9.5. 


CHAPITRE X 


MODÈLES ÉCONOMIQUES DYNAMIQUES 


$S 10.1. Introduction 


Ce chapitre se consacre essentiellement à étendre la méthode de 
simulation physique à des problèmes dynamiques de: l'économie 
mathématique. Le seul modèle que noùs considérerons, sera celui 
de Neumann-Gale {29, 41] qui nous permettra de mettre en évidence 
les possibilités de la méthode en question. La production des biens 
change cette fois dans le temps et ce 
processus est décrit par une suite de vec- | 
teurs d'état associée à la suite de cycles Z/ io 
de production. Nous appellerons état de MIX 
l'économie, et nous noterons X (s), un | WT 
complexe des biens utilisés dans le (s+1)- _Z AZ 
ième cycle. AT T 

Les niveaux des activités de l’écono- 
mie s’assimilent naturellement aux para- 
mètres de commande. Nous nous propo- 
sons de résoudre un problème de temps 
minimum, i.e. de trouver le transfert le 
plus rapide de l’économie à partir d'un 
état initial donné X (0) à un état X > X 
quelconque, X étant un vecteur d'état 
donné (fig. 10.1). 

La méthode de résolution consiste à 
réduire ce problème à un problème para- 
métrique de minimisation d'une fonction- 
nelle définie à signe fixe. On verra qu'il Fig. 10.1 
s'agit en l'occurrence de l'énergie de 
Helmholtz d’un gaz parfait contenu dans les volumes du modèle 
physique correspondant, et la méthode des liaisons redondantes nous 
donnera un algorithme itératif de résolution du problème de temps 
minimum, dont la convergence monotone est évidente par des consi- 
dérations physiques. Etant donné qu’une approximation de départ 
bien choisie réduit considérablement le volume de calcul, on utilise 
à cet effet la propriété des systèmes économiques de se développer 


246 MODELES ECONOMIQUES DYNAMIQUES [CH. X 


le long du rayon de Neumann (39, 42, 44], et on construit l'approxi- 
mation initiale à l’aide des cheminements de croissance équilibrée. 
Aussi nous aborderons en premier lieu le problème de taux de crois- 
sance maximum et nous donnerons un algorithme de résolution qui 
le ramène à plusieurs problèmes de programmation linéaire. Dans 
ie dernier paragraphe nous considérerons le passage en temps mini- 
mum d’une économie à partir d'un état initial donné sur une tra- 
jectoire de croissance équilibrée maximum. 


S 10.2. Modèle de Neumann-Gale. 
Taux de croissance et taux d'intérêt 


Nous considérerons un modèle économique linéaire à #7 produits 
Gi, Gas + - + Gm et n activités P,, ..., P,. L'activité P; est ca- 
ractérisée par deux vecteurs-colonnes a;, b; de dimension m, dont 
le premier (a; —= (45, . . ., Gmi)) définit les entrées (inputs) et le 
deuxième (b; — (b;3, - . ., bmi)) les sorties (outputs) des biens 

1» + ++ Gm au niveau unité. Les unités d'utilisation des nr activités 
peuvent être choisies de façon arbitraire et nous appellerons niveau 
de l’activité P, un nombre zx, non négatif. S'agissant d'un modèle 
linéaire, cela signifie que l’activité P, menée au niveau x, utilise le 
complexe des biens (&yt;, @oiti, . . ., Amiti) et produit le complexe 
(bris, Doiti, - + ., bmiti). Les matrices d'éléments non négatifs 


dis yo Tin Dig Dye Din 
Ang Co a b,, b b 

À — 21 29 en . B 21 22 èn 
Ami m2 -:-+ mn bi Om2 --- Omn 


sont respectivement la matrice des inputs et la matrice des outputs. 
Elles sont supposées telles que [29, 41] 

1) quel que soit i, l’un au moins des a,;, ..., Am; est positif, 
i.e. chaque activité consomme au moins l’un des biens; 

2) quel que soit j, l’un au moins des b;,, ..., b;, est positif, 
i.e. chaque bien est produit par utilisation d'au moins une activité. 

Nous désignerons par (A, B) tout modèle défini par ces matrices. 

La notion que nous allons aborder est essentielle pour les modèles 
d'économies en expansion. Etant donné x = (z,, ..., z,), vecteur 
des intensités des activités P,, ..., P,, les sommes 


n 


n 
2 ais et 2 bit; 


LE 


constituent le bien G; utilisé respectivement comme input et comme 
output. Il est naturel de donner le nom de taux de croissance du bien j 
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# 


à la quantité 


n 
D by 
i=1 


(= —, 


À ani 


i=1 


les inputs G; étant supposés non nuls. Pour un vecteur z donné, 
on définit un nombre non négatif «& (x): 


œ(x) = min; (x). 


On a évidemment 


nm n 
2 bnti> a (x) 2 ait, j—1, ..., m, 


et le nombre « (x) est le taux de croissance du modèle (A, B) pour 
un vecteur des activités x donné. 

Dans le modèle (A, B) , la maximisation du taux de croissance 
revient à chercher un vecteur x = 0 avec les conditions 


Q@ —> MAX, 
nm n 
2 bit; za 2 djiti; j=1,...,m, (10.1) 
= 1— 


tx >0, i = 1, ...s 


La valeur maximale &« — a*, quand elle existe, s'appelle taux de 
croissance du modèle (A, B) et le vecteur z* correspondant est un 
vecteur optimal des activités. Un modèle qui respecte les conditions 1), 
2) évolue à un taux de croissance positif. Pour la démonstration on 
se réfère p. ex. à [29]. On utilise également le Théorème de l’alterna- 
tive 2.2 du $ 2.3. Le taux de croissance ne changeant pas par substi- 
tution x = Xx, avec k —+ 0 un scalaire, on complète les contraintes 
du problème (10.1) par l'égalité 


/ 


n 
D 1. (10.2) 
{=1 
On introduit un vecteur prix p — (P1, ..., Pm) > 0 des biens 
Gi + - ., Gm- Pour ce système de prix les quantités 


m m 
2 anps et D bupy 
j=1 j=1 


sont respectivement le coût et le revenu de l’activité P, utilisée au 
niveau unité. 
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La relation 


m 
à bip 
Bi (p)= = — 


D ajip 


= 


m 
dans la condition >», a;;ip; > 0 est le revenu total de P; rapporté 


J3= 
à son prix de revient. C’est donc un critère de rentabilité de cette 
activité. La quantité 


B (p) = max B: (p) 


est le taux d'intérêt du modèle (A, B) pour des prix fixes. 

La recherche de sa grandeur se ramène à définir un vecteur prix 
p > 0 tel que B (p) réalise son minimum. On est donc conduit au 
problème 


p—+ min, 
Sp < a,  i=1,...,n, 
à jiP) 2 jiP) (10.3) 


2 Pit, p>0, j=1,...,m. 
J— 


Un scalaire B* qui respecte les conditions (10.3), s'appelle taux 
d'intérêt du modèle (A, B) et le vecteur prix p* correspondant est 
un vecteur optimal. L'existence d'un taux d'intérêt positif d’un 
modèle qui vérifie les conditions 1), 2), se démontre comme celle 
de a* [29]. Nous verrons plus loin que B* > a*, l'inégalité stricte 
n'ayant lieu que si (4, B) est réductible, i.e. la matrice À s'exprime 
comme 


DT — 
| 4, | 0 | 
_ M LL — 
À = 4 ll (10.4) 
L___ © J 


avec || 0]| une sous-matrice nulle. 

La réductibilité d'un modèle signifie qu'il existe un sous-en- 
semble des biens fabriqués à l’aide de ses éléments seuls. On a par 
exemple l'inégalité B* > a* si (4, B) est la réunion de deux modèles 
(4,, B1) et (A,, B,) possédant des taux de croissance différents. 


$ 10.3] RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE TAUX DE CROISSANCE MAXIMUM 249 


Ceci étant, on a évidemment 


F7 CS 
| A,  |0 | . | Ô 
— — me —— J Lu — — 
01 A4 | N21 28, 
L — 


Lt ——)J 


et la matrice À a donc la forme (10.4). 


$ 10.3. Une méthode de résolution du problème 
de taux de croissance maximum 


Les conditions (10.1)-(10.2) qui donnent un taux de croissance, 
constituent en fait l'énoncé du problème de programmation non 
linéaire 


A—> Max, 
Loi n 
9 Li ° 
bir: > a;;x, j—1.,....m _ 
2 JA Ft tir J ’ 7? (10.5) 


La technique de résolution que nous allons proposer, consiste à dé- 
composer ce problème en une suite de problèmes partiels de program- 
mation linéaire. 

Soit le problème 


u — MAX, 


S _ 
u— Dbjr<0, ] 1, ...s M, (10.6) 


> Zi=1, x, >0, i=1,...,n. | 
ES | 


Etant données les conditions 1), 2), il possède une solution (x%, u(0) 
telle que 2° soit un vecteur >0 et u‘® >> O0 un scalaire. On définit 
a par l'égalité 


na 
D b ji (0) 


. i= 1 
mo= min À = », 


3 D ajiz{°) 
OS | 
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avec «® positif et fini. Pour avoir ce résultat il suffit de s'assurer 
que 


n 
>, aur® >0, j—1,...,m, 
ie=f 


ou de montrer que le système 


ÿ aix; =0, j=1, ss M; 
— (10.7) 


D Zi = 1, z1 > 0, i = 1, os) Pr 
d= 1 


ne possède pas de solution. Selon le Théorème de l’alternative 2.2 
du $ 2.3, on a, en effet, ou bien (10.7), ou bien le système 


mm 
À ant + Umt > 0, i=1,...,n, Wnr O0, 
2= 


ou 
mm 
2'anv;? — m0, i—=1,...,n. 
2= 


Le dernier système a une solution par suite de 1), ce qui fait qu'aux 
termes du Théorème 2.2 il y a impossibilité pour (10.7). 
Considérons le problème de programmation linéaire 


72 — max, 


u— 2 @iy—aa;:) a <0, j=1,...,m, (10.8) 


n 

ÿ zi = 1, x > 0, i = À, rs 

{m1 
Il existe une solution (xt, u‘!) qui vérifie les conditions : u‘! > 0, 
zx) est un vecteur >0, car le vecteur 2° >0 et le scalaire u = 0 
forment une solution réalisable du problème (10.8). Définissons 
maintenant le nombre at! par la formule . 


n 
D bjr 

at)= min 4 
J D aix) 

= 1 


On montre facilement la validité de 
a(1) > a(0), (10.9) 
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La condition u® > O et les contraintes de (10.8) entraînent en effet 


D bjr" 


S bjx{ — at S an" >0 où a <= —— 


i={ im { D ajiz 
j=1,...,m, 


d’où (10.9) par définition de «‘!. Les raisonnements suivants sont 
évidents et la recherche du taux de croissance se fait par résolution 
de problèmes successifs de programmation linéaire 


U—> Max, 
— — ak) = 
U > (bi [e 2 a ji) Ti L < 0, ] = 1, ° M, (10.10) 
ÿ x = 1, x, > 0, i = 1, 7; 
i=1 J 
ou 
D bjr) 
a) = min À = — ?, k=1,2, ..., (10.11) 
J ÿ a j;zh) 
i= 1 
an — 0, 


Le problème (10.10) a pour solution un vecteur z** > 0 et un 
scalaire u®*+b >» (0. 

On aboutit donc à une suite non décroissante de nombres &t® < 
< ab < a? <<... quiconverge vers le taux de croissance cherché 


«= 


a* — Jim «œ%,et si un k entier satisfait à œ&"* — œ**#l, alors 


R— 00 
a = œ* et 2% = z*. Procédons par l'absurde et supposons 
que a" —= at et a* = a + Ax, avec Aa >> 0. (z*, 0) et 
(x*, 0) sont alors évidemment solutions optimales respectives de 
(10.10) et du problème 


U —>max, 
n 


u — 2 On—a'an)zi<0, j=1, be (10.12) 


S z=1, x >0, i—= À, ss 7. 
i=1 
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Portons-y a* — @{*) 1 Ac, il vient le système d'inégalités 


n n 
CT LJ 
2 (D; — aa ;;) x? 2 Aa à Gjili, ] — 1, .. M. 


Soit M, € M = (1. ..., m) un sous-ensemble des indices j auxquels 
correspondent les égalités 


2 art =0, jEM. (10.13) 


On note que M peut être vide. On a déjà démontré l'impossibilité 
de (10.7), d'où la non-vacuité de l'ensemble M NX M, vérifiant les 
conditions 


> djiti > 0, JEMNKM,, (10.14) 
=) 


et (z*, a*) est également une solution optimale dü problème 
X —> max, 


2 bjir; > 2 ajilis jEMNMi; 
_. h (10.15) 
> zi= 1, x; >0, i— 1, ss 7, 

i—=1 


parce que (10.13) entraîne 
2 b;;xi > a 2 ajiti =0,jEM:, 


pour z — z2* et les contraintes correspondantes de (10.5) sont donc 
inessentielles. Posons x = z*, &« — a* — œ* + Aa dans (10.15), 
il vient 


nñn n 7 
» bjr — at > ajiti > Aa > ajiti, JEMNM, 
i=1 {uni 1 

où, en vertu de (10.14), 


min Aa ÿ ajiti >>0. (10.16) 
JEMXMi 1—1 
Aussi z* est un vecteur réalisable dé (10.10) et la solution optimale 
(#0, u4+#5)! de ce problème remplit, par suite de (10.16), la 
condition 


u®+N>= min Aa D ajiti > 0, 
JEMKM: 
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contradiction avec l'hypothèse: on n’a l'égalité a% = œ#*+*h que 
si ut = 0, 

L'existence d’une limite finie de la suite monotone non décrois- 
sante œ®, œt, at, ... découle de l'impossibilité établie du 
système (10.7) parce qu’au moins un des produits scalaires 

! k k 
(as, x”), (ao, 29), ..., (am: 2) 


de (10.11) est alors strictement positif pour tout À > 0 entier natu- 
rel. Ainsi, les conditions (10.10), (10.11) définissent un algorithme 
de définition du taux de croissance du modèle (4, B). 


$ 10.4. La dualité et les problèmes 
de taux de croissance et de taux d'intérêt 


Neumann a montré dans [49] que les problèmes de taux de crois- 
sance et de taux d'intérêt sont en dualité et il a établi les relations 
fondamentales de dualité, une replique remarquable, selun Gale, 
des théorèmes de dualité en programmation linéaire [29]. Le problème 
non linéaire de trouver le taux de croissance et le vecteur optimal 
des activités se réduit, nous l'avons constaté au paragraphe précé- 
dent, à plusieurs problèmes de programmation linéaire. C’est vi- 
siblement le même mode opératoire en ce qui concerne le taux d’inté- 
rêt. Ces résultats laissent espérer que les relations de Neumann 
peuvent être obtenues dans le cadre de la programmation linéaire. 

Le problème (10.3) se décompose comme (10.1)-(10.2) en plusieurs 
problèmes de programmation linéaire de la forme 


À — min, À 


à (bi — Ba ;) Pi <h: i=1,...,n, | 
J—= 


m 


+ . 
2 P= 1, Pi>0,j=1, ..) M, 
= 


(10.17) 


avec la suite f(®, Bt, ... définie par les formules de récurrence 


2 bjip(") 
B — max 2==_——— .k—=1,2,..., 
î NT (h) 
Fr jp, 
po — 0. 


On démontre, par analogie avec le cas du taux de croissance, la 
formule 


B*— lim ft, 
R—+00 
qui donne le taux d'intérêt du modèle (4, B). 
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Formellement, les problèmes de programmation linéaire qui 
sont duals des problèmes (10.10), s’écrivent 


v—+ MIN, 


m 
U — D (b, — aa ;;) Tr; > > 0, i= 1, ….) À, 


3=1 
D r;=1,r;>0,j=1,...,m, 
j=1 

et l'écriture de ceux duals des (10.17) est 


U— Max, 


h— 2 (by: —Bay)E<O,j—=1,...,m, 


à E=1,42>0,i=1,...,n. 


D'après les théorèmes de dualité de la programmation linéaire (voir 
chap. I), tout Æ vérifie les relations 


LL 
=0 pour u® < } (by —o"*-ta;) zh), 
rh) =1 


nl 
k 
>0 pour u! = À (by — aa) 20), 
m 
=0 pour > D (b;—at#*-ta;;)rm, 
3=1 


m 
>0 pour vw") = À (bi —a*-0a,,) r(n, 
A — u, 


£ = 0 pour À] (Os: —$p%*-Ha;) << Au, 


m 


O0 pour È (by —B-0a,;) pH = 2, 
= 1 


=0 pour p°< 2 (b—p'-Man) E?, 
pa) t=4 


HN 
20 pour p°— 2 (bjr —B#-0a,s) El 
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d'où la validité des relations limites 


lim u® = lim v% = limpu® = lim A%=0, (10.18) 


k— 00 k—00 R—00 k—00 
= (0 pour D (d;: — a°a;;) x° > 0, 
r} 1 (10.19) 
Z0 pour 2 (by; —a*ay) xi = 0, 
mi 


=0 pour 2 (bi —a*a;s) r? <0 
= 


= (10.20) 
>0 pour À (bu— aan) ri 0: 
=1 


>0 pour 2 (by: — Pass) pj = 0, 


—=0. pour à (by —B'an)E > 0, 


= pour À (by —B'ay) p} <0, 
E* 3=1 (10.21) 


P; à (10.22) 
>0 pour 2 (ob; — Bas) Ei = 0, 
où z*=limat"®, r*=]limrt, 
R— 00 R — 00 


E*=— lim £, p*=lim p". 
R—00 R—50 


Les relations (10.18)-(10.22) entraînent le théorème suivant dû à 
Neumann. 


TH£ORÈME 10.1. Si le modèle (A, B) vérifie les conditions 1), 2), 
il existe un n-vecteur 2x*=>0, un m-vecteur p*=>0 et un nombre 
tels que 


7t n 
Soit = Y D Gjitis 
ii 4=1 
nt 71 
et l'inégalité stricte 2 bit > 2 ajyxz? implique p;=0; 
jiD; <? S  GuPis 


à" 
et l'inégalité stricte 2, HP} <Y 5 ayp; implique x? — 0. 
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En effet, il découle de (10.19) et (10.20) (ou de (10.21) et (10.22)) 
que les conditions du théorème 9.1 sont respectées ou bien par z*, r* 
et a«*, ou bien par E*, p* et B*. 

Les relations (10.28)-(10.22) entraînent de plus le 


THE£ORÈME 10.2 Sous les hypothèses 1), 2), le modele (A, B) 
vérilie 
B*<a*, 
l'inégalité stricte n'ayant lieu qu'en cas de réductibilité. 
DÉMONSTRATION. Les conditions 4 de dualité (10.20) signifient 
qu’il existe un vecteur r* = (r*, ..., rm) >0 tel que 


m 
à (bi —a"*a;;) r; LO, i= 1, sn 


Par conséquent, «* et r* sont une solution réalisable du problème 
de taux d'intérêt et on a l'inégalité B*<a* par définition de f*. 
Voyons les conditions de possibilité de B* << a*. Soit a* = f* + 
+ €, & > 0. Les conditions 


D (by —a'ajn)ri >0,j—=1,....m, 


vérifiées par le taux de croissance et le vecteur optimal des acitivités 
donnent alors 


D Ou—p'an)rt>e D 'aurt,j—1,...,m. (10.23) 
i=1 i=1 
D'autre part, (10.19) équivaut à l'existence d’un sous-ensemble non 
vide des indices M, € M = (1, ..., m) pour lequel 


= 0, jEeM:, 
>0, jEMNKM.:. 


On montre que z*>0 ne remplit pas les conditions 


Se 


2 (b}: — *“aji) xŸ 


æ 


aux? >0 pour je M, (10.24) 
i=1 


Dans le cas contraire, il résulte de (10.23) 
À Gu—Boa>0, j=1,...m. 
ñ (10.25) 


7L 
2 xt —=1,1>0, i=1,...,n. 
mi 
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Ces inégalités, quand elles sont vérifiées, significraient que B* n'est 
pas le taux d'intérêt, d’où l'impossibilité de (10.24) et l'existence 
d'un sous-ensemble M, € M non vide tel que M, N M, — ÆX et 


LL 
ÿ, aj;xi —0 pour jE M. 
1=1 


Autrement dit, 
aj;ti = 0, L — 1, ET je M, 


ce qui n'est possible que pour À de la forme (10.4), i.e. pour (A, BP) 
décomposable, c.q.f.d. 


$ 10.5. Problème de temps minimum 


Dans c: paragraphe nous illustrerons l'élaboration des modèles 
physiques de processus économiques par un problème de temps mini- 
mum en termes du modèle classique de Neumann. Le procédé de 
résolution s'inspire d’une idée commune à tous les problèmes de la 
classe, qui consiste à les réduire à un problème paramétrique de 
minimisation d’une fonctionnelle définie à signe fixe qui s’annule 
sur les trajectoires réelles (ï.e. satisfaisant aux conditions du pro- 
blème). 

Il s'agit en l'occurrence d’une méthode assez générale de la 
théorie de la commande optimale. Il y a intérêt à la comparer avec 
une méthode analogue de Krassovski [7]. Les deux étant susceptibles 
de généralisations importantes, nous nous limiterons au transfert 
d’un système de commande à partir d’un état donné x{®% à un autre 
état donné zx) en temps minimum. Enonçons donc le problème. 

Etant données les équations du mouvement d’un système de 
commande 


= f(x u), (10.26) 


la valeur initiale x® et la valeur finale 2 du vecteur d'état x (t) 
et la contrainte sur le coût de la commande x (i) 


x [u] <u, (10.27) 


on demande un instant tf” et une commande admissible associée 
u® (1) ( Lt Lt”) tels que 
1) la solution z(°) (t) de 


JE 2 $ (20 (8), 0 (8), (10.28) 
qui vérifie la condition 2®(i,) — 2%, remplisse de même 


20 (8) = D ; 
17—0680 
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2) la condition 
K [UE] la LL”, 


soit satisfaite ; 

3) on ait l'inégalité ts > tf? pour toute autre commande uw (t) 
avec la condition (10.27) telle que la fonction vectorielle x (t) véri- 
fie (10.26) et 


z(ta) = 20),x (ts) = x). (10.29) 


La solution 2°%(t) de l’équation (10.28) et la commande u‘° (+) 
sont dites optimales en temps minimum et le nombre #$? — #, 
constitue le temps de transfert minimum. 

Quelle est l’idée directrice de la méthode de Krassovski ? Soit ts 
un temps fixe. Faisons abstraction de la contrainte (10.27) et suppo- 
sons qu'il existe un ensemble Ü (t$) non vide des commandes qui 
font passer le système de l’état 2% à l'état 2% durant tg — 1. 
Cherchons une commande u (t) qui minimise x [u]. On se rappelle 
nécessairement que & ({) est une des commandes qui font effectuer 
le transfert entre x% et 2 le long de la trajectoire réelle (i.e. 
celle qui vérifie (10.26) et les conditions (10.29)). 

Ainsi, il correspond à chaque sg une commande qui amène le 
système de z®% dans 2zP durant îg — t{, et qui minimise la fonction- 
nelle qui définit le coût de la commande. La résolution pour divers tp 
supérieurs à {, donne la fonction 


©(tsg)— min %xl[u]. 
u(t)EU(tp) 


Il est évident que {&” qui détermine le temps minimum #f — t, 
du passage, vaut le plus petit nombre vérifiant la condition 
o (6) < Lu. 

Krassovski réduit donc le problème de temps minimum avec 
une contrainte sur le coût de la commande à un problème paramétri- 
que de minimisation du coût sur l’ensemble des solutions de (10.26) 
qui vérifient les conditions (10.29). Chose importante, le problème 
paramétrique n'impose aucune contrainte sur le choix des com- 
mandes. 

Décrivons une autre méthode pour le problème proposé. Soit ts 
un nombre fixe tel que t8 > t4, C (ts) un ensemble des fonctions 
vectorielles continüment dérivables x (it) qui vérifient (10.29) et 
T (zx (t), u (t)) une fonctionnelle positive convexe définie sur l’en- 
semble des zx (t) € C (t8), sur l’ensemble des fonctions continues par 
morceaux u (t), qui s’annule si et seulement si x (t), u (t) satisfont 
à (10.26) et à (10.29). 

Considérons le problème 


T'(z(t), u (t)) — min 
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avec les conditions 
z(DEC(), WE 


I] s’agit en fait de trouver une fonction z (t) E C (ts) et une commande 


admissible u (t) qui minimisent la pénalisation sur les contraintes 
(10.26) et (10.29). Avec les notations 


I (tp) = min I(z(ty,u(t))=1(z(t), u(t)), 
x(t)EC(tp). x[u(t)]<u 


on peut écrire la condition évidente 


I —0 pour t8>1f”, 
(£p) to pour {p< tp”. 


On vérifie sans peine que J(t#) est monotone décroissante dans 
(te, 8’) et identiquement nulle quel que soit t8>1tp”. La durée 
minimale du processus transitoire est donc la plus petite valeur de 
l'argument f8 qui annule J (ts). 

La méthode joue évidemment aussi bien pour les problèmes 
linéaires que pour ceux non linéaires. Elle ne se ressent de plus que 
fort peu de la dépendance des contraintes sur le choix des commandes 
vis-à-vis du temps et des variables d'état du système. 

L'auteur conseille de prendre au départ une suite croissante don- 


née To Ty» - - - AVEC To tel que Ty << To L'{ÿ”. La recherche de 
ce T, ne présente en général pas de difficulté. Il correspond à t,, 
T1, - . . Une suite de valeurs de J (t;) qui décroît strictement jusqu'à 


une valeur #81#?. On utilise ensuite l'algorithme de dichotomie 
ou on extrapole par une technique de la corde. 

Dans le problème économique de temps minimum du paragraphe 
suivant on appliquera la méthode décrite à un système de commande 
où le vecteur commande est soumis à des contraintes qui sont des 
fonctions explicites des coordonnées du vecteur d'état. 


$ 10.6. Problème de temps minimum 
pour un modèle de croissance 


Revenons à notre modèle défini par deux matrices À, B ($ 10.2). 
Dans l'économie considérée la production s'effectue par cycles. 
Au s-ième cycle le vecteur X (s — 1) de dimension m se transforme 
en À (s) de même dimension. On assimile donc naturellement le 
complexe des biens X (s) = (X, (s), ..., X» (s)) disponible à l’ou- 
verture du cycle s+1 à un vecteur d'état. Ainsi, l’état de l'’é- 
conomie est caractérisé par le complexe des biens X, le vecteur X (s) 
étant défini sur l’ensemble des entiers naturels s — 0, 1, ..., si 
bien que l'évolution est gouvernée par une séquence de vecteurs 
d'état X (0), X (1), ... 


17% 
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Le complexe initial ÆX (0) sera supposé donné, le vecteur des 
inputs du premier cycle de production étant égal à Az (1), avec x (1) 
un vecteur des activités de dimension 7. Le choix de x (1) est évidem- 
ment soumis aux conditions Az (1)}<X (0), x (120, ï.e. les 
consommations de biens sont au plus égales aux disponibilités. Au 
terme du premier cycle les outputs sont représentés par le vecteur 
Bzx (1) et il existe peut-être un complexe des biens non utilisés. 

Sous l'hypothèse que le cycle suivant absorbe ces biens excéden- 
taires, le vecteur X (1) est défini par la formule 


X (1) = Bz (1) + À (0) — Az (1), 


avec À (0) — Az (1) le vecteur des ressources inutilisées. 

Dans le cas où tout cycle ne consomme qu'une partie des biens 
qui restent disponibles à l'expiration du cycle précédent, l'équation 
pour À (1) prend la forme 


X (1) = Bz (1) + K (X (0) — Az (1)), 


K étant une matrice diagonale dont les éléments k;; vérifient les 
conditions 0<%;;,<1. 

Nous nous placerons dans le dernier cas et nous assimilerons le 
stockage consécutif à une liste supplémentaire des activités en aug- 
mentant de façon adéquate la dimension de À et B (*). L’équation 
pour l'état de l’économie à la fin du premier cycle est alors 


le vecteur zx (4) devant être pris dans l'ensemble des solutions non 
négatives de l'équation Az (1) = X (0). 

Ainsi, le modèle simple de von Neumann s'avère fort significatif 
dans l'optique économique si bien qu'on peut se borner, sans restrein- 
dre la généralité, à une économie qui évolue conformément au syste- 
me d'équations et d'inéquations 


X (s) = Bz(s), 
Ax(s)= X(s—1), (10.30) 
\ z(s)>0,s—1,2,..., 


où le vecteur X (0) désigne un état initial donné. 


(*) On établit facilement la matrice des inputs 4, et la matrice des out- 
uts PB, pour cette liste supplémentaire. La première est visiblement carrée 
‘ordre m dont les éléments diagonaux valent 1 et la seconde est une matrice 

diagonale d'éléments non négatifs tels que 


= 0 pour a £ f, 
bas | <1 pour «a = f. 
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Soit X un état qui est un but à atteindre pour l’économie, et 
M (X) un ensemble € Æ") des vecteurs d'état qui se définit par 


M(X)={X; X—X>0}, (10.31) 


où l'inégalité À — X > O0 veut dire que À, — X, > 0, «& = 1, 
2, ..., m. La condition (10.31) définit l'ensemble d'états tels que 
la quantité de chaque bien y est au moins égale à la quantité donnée, 
et dans le problème ci-dessous le domaine d'arrivée sera non pas 


l'état X, mais l’ensemble M (X) (voir fig. 10.1). 

PROBLÈME DE TEMPS MINIMUM. ‘Trouver le plus petit entier X* 
tel qu’il existe deux fonctions vectorielles XÀ (s), x (s),s — 1, 2, ..., 
définies sur l’ensemble des entiers et respectant (10.30) et X (s) € 
EM(X), s> k*. 

Ainsi, le problème consiste à définir le plus petit entier À pour 
lequel il existe une solution au système d'équations et d'inéquations 
linéaires 

X (s)— Bxr(s), 
Azx(s)— X(s—1), 
z(s)>0.s—1,2,...,k, 


X(H>X. 


(10.32) 


$ 10.7. Le modèle physique et la résolution 
du problème de temps minimum 


Le lecteur s’imagine sans peine le modèle physique du système 
(10.32). Celui de la fig. 10.2 consiste en une chaîne de blocs identi- 


A(X) 


Fig. 10.2 


ques dont le s-ième effectue la transformation X (s — 1) > X (s). 
La fig. 10.3 est le schéma complet d’un bloc. De tels modèles conte- 
nant un gaz parfait nous sont familiers dès le chapitre III où l’on 
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trouve également des algorithmes de recherche de leurs états d'é- 
quilibre (voir $$ 3.3 et 3.4). On sait qu'un équilibre constitue une 
solution du système simulé si et seulement si l'énergie de Helmholtz 


ù 1 PEUR il 


LES 


Axis, « Lun 1) 


—s == 


ù ù Bxt(s) )" à ï 


EE (s) 
Fig. 10.3 


du gaz parfait est nulle à l'équilibre. Cette propriété du modèle 
physique constitue le pivot de la méthode ci-dessous. En effet, si 


Fig. 10.4 


le scalaire £* et l’ensemble des vecteurs 
{AY (s), z* (s), s = 1. .., k*} est so- 
lution du problème de temps minimum, 
cela signifie l'impossibilité du système 
(10.32) pour k# << k* et la non-nullité et 
la positivité de l'énergie de Helmholtz 
à l'équilibre. Ainsi, on peut dire qu'à 
l'équilibre l'énergie de Helmholtz du 
modèle physique de (10.32) mesure 
pour k fixe l'impossibilité de ce systè- 
me. Selon (2.26), cette énergie est une 
fonction définie positive des paramè- 


tres d'état X, (5), ..., X ms), s — 
— 41, 2,..., k, des paramètres de 
commande Z(s), ..., æ, (s), s — 


—1, 2,...,k4, et d’un paramètre 
entier k#, et son minimum est, pour # 
donné, une fonction du paramètre k qui 
est monotone décroissante dans 4 < 


< k < k* et identiquement nulle lorsque 4 > k*. La fig. 10.4 donne 
la courbe représentative de Fin (#). 
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Résoudre le problème de temps minimum, c'est donc définir 


un entier ** tel que 
>0 pour k<k", 


Fin (#) { —0 pour k>k"*. 


On propose diverses procédures de calcul qui consistent toutes 
à réduire le problème à un nombre fini de problèmes d'équilibre. 
En voici la plus simple. 

1. On suppose l'ensemble 4 (X) accessible en un cycle. Cette 
hypothèse optimiste obtenue à partir de (10.32) pour 4 — 1 équivaut 
à l'hypothèse de solubilité du système 


Bz(1) = X (1), 
Az (1) = X (0), | 
z(1)>0,X(1)>X, 
avec À et X (0) deux vecteurs donnés. 

Soit X‘ (4), x (1) un équilibre du modèle physique de (10.32), 
dont les coordonnées s’obtiennent par les formules (3.15), (3.19) 
($ 3.3) ou (3.31), (3.36) ($ 3.4), et Fin (1) la grandeur de l'énergie 
de Helmholtz du modèle de (10.33) à l'équilibre. Si Fin (1) = 0, 
alors k* — 1 et X* (1) — X® (1), z* (1) = 2 (1) est solution 
du problème. Si Fin (1) > 0, on a donc #* => 1 et on passe au 
problème suivant sous l'hypothèse de 4 (x) accessible en deux 
cycles (k* — 2). 

2. L'hypothèse k* — 2 conduit au problème de l'équilibre du 
modèle physique de 


(10.33) 


Bz(2)=X (2), : 

Az(2)= X (1), 

Bz (1) = X (1), (10.34) 
Azxz(1)= X (0), 


z(1)>0,zx(2)>0,X(2)>X. 


Soit 2? (1), X® (2), x'® (1), zx (2) des vecteurs d'équilibre 
du modèle physique du dernier système et F,,,, (2) la grandeur de 
l'énergie de Helmholtz à l'équilibre. On a alors l'alternative: ou 
bien k* — 2 pour Fin (2) = 0, ou bien #* > 2 pour Fun (2) > 0. 

La suite est évidente si bien que le problème de temps minimum 
se ramène à une suite de problèmes relatifs à l'équilibre des modèles 
physiques de systèmes d’équations et d'inéquations linéaires qui 
résultent de (10.32) pour # = 1, 2, ..., k*, k* étant défini par la 
condition Fmin (#*) = 0. 

Etant donné que le modèle de (10.32) pour un # entier diffère 
de son modèle pour # — 1 par la présence d’un composant dont la 
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structure ne dépend pas de x, il est clair que F1, (4) jouit, en plus 
de la propriété de décroissance monotone, de celle de la concavité, 
i.e. tout kZ>1 vérifie l'inégalité 


Fun (A + <T CFnin (#) + Fin (Æ + 2)], (10.35) 


l'inégalité stricte ayant lieu quand 1<k% << #*. La propriété (10.35) 
permet une résolution sensiblement plus rapide par extrapolation 


Fa (k) 


a 
ns 


x, À A1 æ: #,  J 
Fig. 10.5 


du type méthode de la sécante. Si l'on trouve, en effet, l'équilibre 
pour un entier k,, puis pour #, + 1, la valeur suivante de k est 
donnée par le point A, en lequel la droite portant (k,. Fin (X)) 
et (ki + 1, Fin rs 1)) coupe l’axe des abscisses. On vérifie 
sans peine que À, se définit par la formule 


Foin () 
A, = Fmin ( 
AE onu = Finn Ca D 
On n'a plus besoin de résoudre les problèmes correspondant. aux 
valeurs intermédiaires k, + 1<< k >> A, et on passe de suite à la 
recherche de l'équilibre pour Æ — k., k. étant le plus petit entier 
supérieur à À,. L’algorithme proposé est schématisé fig. 10.5. 


$ 10.8. Décomposition du problème de temps minimum 


La structure du modèle physique du système (10.32) détermine 
un algorithme naturel de décomposition pour le problème de son 
équilibre. Nous voulons parler une fois de plus de la méthode des 
liaisons redondantes. Car la recherche de l'équilibre du modèle en 
question se ramène en effet à plusieurs problèmes sensiblement 
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moins importants. Soit X(® (1), X(® (2), .... X‘® (4) un ensemble 
quelconque des vecteurs = 0. Le choix de l’ensemble en question 
a beau être arbitraire, il influe tout de même sur le temps de résolu- 
tion. Aussi on doit se guider en l'occurrence sur des considérations 
raisonnables. On propose par exemple un système défini par les 
formules 


XO(s)=X(0)+—(X—X(0)), s=1,..., k. 


On demande l'équilibre du modèle physique du système (10.28) 
à des liaisons redondantes de la forme 


X (D = X®(s, s—=1,...,k4, (10.36) 


i.e. le modèle a ses tiges fixes qui repèrent par les coordonnées des 
vecteurs X (1), X (2), X (X). 

Le système (10.32) et la fig. 10.2 
montrent qu'avec ces liaisons le 
problème se sépare en k problèmes 
indépendants: trouver les équili- 
bres des modèles de systèmes du type 
(10.30) (voir fig. 10.3) de même 
matrice des coefficients. On cherche 
les équilibres 2% (s), s—1, ..., k, 
par les algorithmes du chapitre ITI. 
L’algorithme de décomposition don- 
ne donc après le premier pas # vec- 
teurs 2% (s), s — 1, . .., k, d’équi- 
libre des modèles isolés des systèmes 
(10.30) pour X (s) — X'® (s) fixes. Le pas suivant consiste à intro- 
duire des liaisons redondantes de la forme 


z(s — 2% (ss), s—1,...,k, (10.37) 
et à libérer les modèles des liaisons (10.36). 
Une fois soumis à (10.37), le modèle se décompose en mk modèles 


isolés simples dont m2 (4 — 1) représentent des systèmes de deux 
équations à une inconnue X';(s) (voir fig. 10.6) 


Xj(s)=(b;, 2x0 (s)), 
X;(s)=(a;, xO(s—1)), 


les seconds membres étant des produits scalaires. 
Les m modèles restants qui définissent à l'équilibre À, (4). ... 
., À m (4), représentent les conditions 


X(k)=(b3, 29 (k)), 
X,(k) > X,, 


T« z° 
Fig. 10.6 
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qui entraînent les formules évidentes 


X w={ 0 (by, x) (k)) pour (b;, xt (k)) > X, 
j X, pour (b;, xt) (k)) << X,,. 


Nous ne nous attarderons pas sur la déduction des formules 
finies pour calculer ZX (s), ÿ = 1, 2, ..., m; s = 1,2, ... 
k — 1, coordonnées du point d'équilibre du modèle à liaisons 
redondantes (10.37). En effet, on les obtient facilement à partir 
des formules récurrentielles du chapitre III. Le pas suivant de l’algo- 


rithme est analogue au premier à la différence qu’on remplace (10.36) 
par les liaisons redondantes 


X(s5-X%(s), s—1,...,k. 


On continue dans la même voie et on construit enfin une suite 
de systèmes 


{XP (5), x (s)|[s—1,..., k}, æœ—0, 1, 


qui tend vers l'équilibre cherché du modèle du système (10.32). 
La dernière affirmation se démontre aisément par l'absurde. 


$ 10.9. Le problème de temps minimum 
et de cheminement équilibré maximum 


Le passage d’une économie à partir d’un état initial X‘® donné 
sur la trajectoire de croissance équilibrée maximum dans le délai 
le plus court constitue un autre problème de temps minimum qui 
mérite qu'on le voit de plus près. Le complexe initial des biens 
X0 — (X(0, ..., X%) est supposé assurant un vecteur outputs © 0 
à la fin du cycle de production. Autrement dit, il existe un vecteur 
x — (x, ..., +,) des intensités des activités telles que 


2buri>0, s=1,...,m, 
(10.38) 
À aux LL X, s—1,..., m. 


L'évolution économique est considérée à des instants discrets, 
i.e. elle représente une suite de cycles de production dont chacun 
a pour entrées 


1= 


{Dauti, s=1, ...,m, 
1 


et pour sorties 


\! \ 
12 buirifs s—1, ., M 
1— 
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En complétant la liste des activités par m techniques de stockage 
($ 10.6), la dimension des matrices À et B augmente de m colonnes 
et le vecteur des sorties X* du cycle k coïncide (*) avec le vecteur 
des entrées du cycle À + 1: 


+ (h) (h) 

(1 
à Gsiti — À, , s—1,..., m, 
i—= 


n+m 


(h+1 k+1 
D but! )_ XD s=1,..., m. 


i— 


(10.39) 


Le système d'équations 


n+m n+m 

D au D bat, 51, ..., m, k—1, 2, 

nm ' (10.40) 
D aus = Xi, s=1,..., m, 2° > 0, 

1= 


définit donc l’ensemble des cheminements de croissance admissibles. 

Le problème du présent paragraphe est de chercher le plus petit 
entier 4* et le jeu de vecteurs de commande 2%, xl, ..., x‘"# 
qui respectent les conditions 


n n 
D bar = a" DS aur!"*, (10.41) 
i=1 is 1 
n n+im 
D aux = À bar), (10.42) 
iemi im { 
nm n+m 
D aux = D br"? (10.43) 
S—1,...,m; k—1,2,..., k*—1, 
n+im 
\\ (0) ___ (0) … 
à dsito = X, L s = 1, .., m, (10.44) 
a) > 0, i—1,..., nm, a—0, 1,... k*—1, 


TRI = no ee = Zum = 0, (10.45) 


avec at* le taux maximum de croissance équilibrée. 

Nous renvoyons au $ 10.3 pour les procédés de recherche de cette 
quantité. Les conditions (10.41)-(10.45) sont à signification écono- 
mique claire. La première signifie la valeur maximale du taux de 
croissance à partir du cycle Æ* et les quatre suivantes veulent dire 


(*) On suppose que le travail fait partie du complexe des biens et que la 
consommation est le vecteur des inputs, le vecteur des outputs correspondant 
étant le travail. 


268 MODÊLES ÉCONOMIQUES DYNAMIQUES (CH. X 


que le cycle 4* commence sans biens excédentaires, i.e. le vecteur 
des stocks est nul. Les conditions (10.43) et (10.44) définissent l’en- 
semble des cheminements de croissance admissibles (des commandes 
admissibles). 


RÉsozLuTION. La recherche d'un À minimal sous les conditions 
(10.41)-(10.45) est évidemment un problème de temps minimum et 
l’idée de la méthode de paramétrisation du $ 10.7 s'avère donc très 
efficace. En effet, on suppose k#* — 0. Cela est vrai s’il existe une 
solution au système 


(0) 


n 
NT 0 
N b ( ) og" as; x), 


siTi 


MCE 


ZOO 
,—— 


1= 


CT 


= (10.46) 
\ (0 (0) (0 

à dsidi } Ts » Li Z 0, 

di — 


—1,..., m. 


Dans le cas contraire, l’hypothèse fausse À* — 0 fait place à À* > 0 
et on suppose k* — 1. On a cette dernière égalité en cas de résolubi- 
lité du système 
n { n , } 
A 
à bars = a Dauxi), 
i - 


i=1 


nu { n+m 

N! (1) \V (0) 

ri Ait; — b 
A UT ES | (10.47) 
n+m 


A (0) (0) 
ÿ Auiti —Ài , s—1Â,...,m, 


1—= 


(1) (1) (1) 0 


Tnt Lnio = eee = Tnim = 


et ainsi de suite, jusqu'à une valeur À — k* pour laquelle (10.41)- 
(10.45) admet une solution. Avec la technique proposée, on aboutit 
donc à une suite finie de problèmes portant sur la possibilité de 
systèmes d'équations linéaires de la forme (10.41)-(10.45). Le critère 
de solution non négative s'énonce comme suit: le système (10.41)- 
(10.45) a une solution non négative si l’énergie de Helmholtz de son 
modèle physique est nulle à l'équilibre et il est impossible pour 
F positive. | 

Dans le chapitre 111 nous avons proposé plusieurs algorithmes 
qui permettent de trouver l'équilibre du modèle physique d'un 
système d'équations et d’inéquations linéaires. Chacun d'eux fournit 
évidemment, pour tout entier k, les coordonnées des vecteurs z°*, 
zD#, ,.., x% d'équilibre du modèle de (10.41)-(10.45). Le modèle 
physique du problème de ce paragraphe ressemble à celui de la 
fig. 10.2 (il s’agit dans les deux cas d’une chaîne de blocs cinémati- 
quement liés dont les états sont donnés par les vecteurs respectifs 
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x, 20, ..., x). Il nous paraîl inutile d'écrire les formules 
de récurrence pour les coordonnées de l’état d'équilibre du modèle 
de (10.41)-(10.45), car un lecteur fort des résultats du chapitre III 
le fera sans peine de son propre chef. Comme dans le problème de 
temps minimum, l'énergie libre Fmin (4) est à l'équilibre une fonction 
monotone décroissante du paramètre entier À qui est posilive pour 
k<k* et identiquement nulle si À > k#*. 

La convergence est sensiblement accélérée dans le problème 
considéré (c'est également le cas du problème de temps minimum) 
par recours à la méthode de la sécante qui permet de passer des cas 
k—1et k — 2 à k — k,, k, étant l’entier le plus proche à droite 
du point défini par l'intersection de la corde unissant 7 à 2 et de 
l'axe des abscisses. 


CHAPITRE XI 


PROBLÈMES DE LA COMMANDE OPTIMALE 


Le présent livre s'occupe essentiellement de problèmes statiques 
de l'optimisation de l'état ou de problèmes de programmation 
mathématique. Seuls certains paragraphes des chapitres VIII et X 
ont trait à la grande classe de problèmes dynamiques de la commande. 

La recherche d'analogies entre les problèmes de minimisation 
sans contraintes de fonctions de m variables et les problèmes de 
l'équilibre des systèmes mécaniques s'étant avérée fructueuse, on 
peut en attendre autant des analogies entre les problèmes de la 
commande optimale et ceux de la dynamique. Le volume restreint 
de l’ouvrage nous interdit malheureusement de leur accorder l’at- 
tention qu'elles méritent. Aussi limitons-nous dans ce dernier 
chapitre à plusieurs remarques. 

S'agissant de problèmes de minimisation de fonctionnelles, la 
méthode des variations constitue une généralisation du principe des 
déplacements virtuels, et on ne s'étonne donc pas si c'est l’auteur 
de la méthode des multiplicateurs qui l’a étendue à des problèmes 
variationnels soumis à des conditions supplémentaires. Il est connu 
que l’évolution du Calcul des variations à partir d’un problème 
isopérimétrique jusqu'à des problèmes de la théorie de la commande 
optimale se ressent heureusement de la technique des multiplicateurs. 

D'autres mises en œuvre du principe de la libération telles que 
la pénalisation et la méthode du déplacement des liaisons déformables 
sont cependant non moins générales que la méthode des multiplica- 
teurs et s’appliquent avec succès dans la minimisation avec contrain- 
tes de fonctionnelles et dans la commande optimale. Ceci étant, on 
évite de nombreuses difficultés d'ordre numérique qui sont propres 
à la technique de Lagrange. 

Considérons le problème connu de la commande optimale 


t4 
min | fo (Lis +9 Tns Ur ces Um t) dt (11.1) 
lo 
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dans les conditions 
dx! 


nr = Ji (x, y Zn Us cr Um L), (11.2) 
T; (Lo) — 10), TL; (£:) = 129, L — 1, ...N; (11.3) 
ue, (14.4) 


où Q est un ensemble convexe des commandes admissibles, et utili- 
sons certaines réalisations du principe en question, surtout la métho- 
de du déplacement des liaisons. La résolution par pénalisation con- 
siste à remplacer (11.1)-(11.4) par une suite de problèmes 


{1 n o 
min | {fu n+rafot + (SG) ]} er, 
‘ im 1 


to 
v—0, 1,..., (11.5) 


OÙ Go Qu - -- est une suite arbitraire monotone croissante de 
nombres positifs qui tend vers l'infini, p (4, Q) la distance dans 
E‘" entre un point de coordonnées (u,, ..., um) et l’ensemble (2. 
Les fonctions cherchées z,, . .., x, vérifient (11.3) et u,, . .., um 
ne sont astreintes à aucune condition aux limites. Comme la fonction- 
nelle de (11.5) ne dépend pas des variables de commande arbitraires 
Uj, + + + Um, la Suite (11.5) est remplacée par 


li 


min | min {fo (x, U, 1) ++ Qu S É Ji (x, U, |) dt, 
t i 


= 1 
v—0,1,... (11.6) 


Il y a intérêt à traiter (11.6) par l'algorithme cyclique du $ 8.4. 
Puisque le chapitre VIII indique une méthode plus efficace pour 
le problème (11.1)-(11.4), nous terminons là-dessus la discussion 
de cette variante simple de la pénalisation et nous passons à la 
technique du déplacement des liaisons déformables dont l’idée 
directrice fait l’objet du $ 4.6. 

Les équations différentielles (11.2) du mouvement d'un système 
de commande sont assimilables aux liaisons non holonomes (*) d’un 
système mécanique pour lequel la fonctionnelle à minimiser est 
l'analogue de l’action hamiltonienne (**). La dégénérescence de cet 


(*) Une liaison est non holonome si elle ne s'exprime pas sous forme finie 
g (a + +, Zn, ) = 0 et si l'équation de condition correspondante renferme 
es différentielles des variables. 
{1 
(**) L'action hamiltonienne est l'intégrale G — | (T — V) dt, où T est 


t 
l'énergie cinétique du système mécanique et V son énergie potentielle. Le prin- 
cipe de Hamilton dit: le mouvement réel d'un système dans l'intervalle (t,, ti) 
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analogue (indépendance de f, (x. u, 1) vis-à-vis des vitesses) n'influe 
pas sur les résultats et le lecteur n’a pas à s’en soucier. Il y a autre 
chose à noter. L'énoncé (11.1)-(11.4) peut faire penser que le critère 
de qualité du processus commandé est de la forme (11.1). Or, il 
peut prendre une forme plus générale 


{ 
| Frs, ns Lys er Tns Uys cs Ums t) dt (11.7) 
Lo 


et la réduction du problème de minimum correspondant sous les 
conditions (11.2)-(11.4) à la forme (11.-1)-(11.4) s'effectue par élimi- 


nation des dérivées x,, ..., x, de (11.7) au moyen des équations 
différentielles du mouvement (11.2). L'élimination en question 
n'est visiblement pas nécessaire et elle ne simplifie pas forcément 
le problème. Il se peut également que la forme des équations du 
mouvement diffère de (11.2), i.e. elles ne sont pas résolues par rapport 
aux dérivées. Faute de place nous nous occuperons uniquement du 
problème (11.1)-(11.4). 

Nous ferons donc partout l'hypothèse suivante : les liaisons non 
holonomes sont déformables et les égalités (11.2) expriment seule- 
ment la forme géométrisée des liaisons non holonomes non chargées. 
Il est désormais impossible de se placer dans l'espace de configura- 
tion de dimension 7 (voir chap. IV) qui doit être remplacé par un 
espace 2r-dimensionnel de coordonnées vitesses ou de coordonnées 
impulsions auquel Gibbs a donné le nom d'espace des phases [30, 40]. 


Soit (rit), ..., æn (té), æi(t), ..., æn (t)) une trajectoire que 


le système en mouvement décrit dans l’espace des phases (x, T). 
Nous appellerons déformation de la liaison non holonome le long 
de cette trajectoire la fonction du temps 


vi (0) = ai — fi (x (0, u (0, #, (11.8) 
et l'intégrale 
l, n 
79 | Dir: fie, u t)fdt (41.9) 
lo i=1 


s'interprète, par analogie avec (4.34), comme énergie de déformation 
des liaisons non holonomes durant ({, — t,). Le facteur g caractérise 
ici le degré d'élasticité des liaisons. 


est tel que l'intégrale prenne une valeur extrémale. 11 s'interprète comme étant 
le principe variationnel le plus général à la base de la dynamique. Il s'obtient 
de même comme conséquence du principe des déplacements virtuels sous forme 
de d'Alembert-Lagrange. Un lecteur désireux d'approfondir ses connaissances 
sur les principes variationnels de la mécanique et sur le principe de Hamilton 
ETS aux systèmes non conservatifs et non holonomes ferait bien de s’adresser 
à [30]. 
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S'agissant de problèmes de la commande optimale, le procédé 
du déplacement des liaisons non holonomes déformables consiste 
a réduire le problème (11.1)-(11.4) à liaisons rigides (11.2) à un 
problème (11.6), où la forme géométrisée des liaisons non holonomes 
déformables non chargées se définit par les égalités 


ti — fi(z, u, +) =0, i=1, n. (11.10) 


Pr (£), . . ., op, (t) s'appellent fonctions de déplacement des liaisons 
non holonomes, et les fonctions 


mO=n—-fhi(nu D+q, i=1,...,n, (11.11) 
ou 


MO=yO +) i=1,...,n, 
définissent, par analogie avec (11.8), la déformation des liaisons 


non holonomes déplacées sur la trajectoire (x (1), z (&)). 
Le problème (11.6) à liaisons déformables (11.10) s'écrit 


min Î min {fo (zu, 1) +79 > Er fi (x, u, t)+ pi (LE) dt, 


(11.12) 
avec les conditions z(t,) = 2%, x (t,) = 2%. 

La différence essentielle entre les deux problèmes est que le 
paramètre q de (11.12) est donné, si bien qu'on n’a pas besoin de 
former une suite croissante de ses valeurs. Nous avons donc à ré- 
soudre non pas une séquence de problèmes, mais un seul problème 
(11.12) à nr fonctions inconnues op, (f), . .., ph (t). Celui-ci est 
équivalent au problème primitif (11. 1)- (11. 4) S "il existe une fonction 
vectorielle œ* (t) — (@f (£), . .., 2 (t)) telle que la solution 
(z* (t), u* (t1)) de (11.12) respecte pour œ (t) = œ* (f) les conditions 
(11.2), i.e. la déformation des liaisons non holonomes le long de la 
trajectoire x — z* ({) vaut, pour u —u* (t), leur déplacement 
correspondant. 

Etablissons les conditions d’optimalité des déplacements de 


(41.2). Soit u (t) une fonction vectorielle continue par morceaux 
des commandes admissibles (x ) € G). Considérons le problème 


(11.12) pour u, = u, (2), s = 1, ..., m, donnés, autrement dit 
le problème 


min Î {he 80), +59 2 Lei fit, U (0, 9 + qi (7) dr, 


(11.13) 
sur Tr ensemble des courbes régulières par morceaux z ({) qui passent 
par les points 2x® et zx. Les équations différentielles d’Euler- 
18—0680 
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Lagrange s’écrivent pour ce problème: 


d 1 9 . 
eue) es (Ya + Pa) 2 de, i=1,...,n, (11.14) 


AVEC Yy, - - « Un les déformations de (11.2) suivant la solution 
de (11.13) qui se définissent par (11.8). 

Posons y; —0, i—1,...,n, dans (11.14), on obtient les 
conditions imposées aux déplacements optimaux qf, . .., ®n: 


i—1,...,n. (11.15) 
a= 


Les conditions y; = 0, i — 1, ..., nr, signifient que l’extrémale 
satisfait pour ; — qi à (11.2). 

Le lecteur ne manquera pas de remarquer l’analogie entre le 
système (11.15) et le système d'équations différentielles du principe 
du maximum de Pontriaguine [46] pour les variables conjuguées. 
Il ne faut cependant pas oublier que, physiquement, les quantités 
Pis + - +» Pn diffèrent des multiplicateurs de Lagrange au même 
titre que les contraintes se distinguent des déformations en théorie 
de l'élasticité. L'analogie des équations différentielles ne tient 
qu’à une loi de la nature qui établit entre ces grandeurs une relation 
linéaire. 

Nous laissons de côté nombre de résultats de l’approche considé- 
rée pour décrire une méthode numérique pour les problèmes de la 
commande optimale. 

Prenons pour approximation initiale les déplacements nuls des 
liaisons (11. 2) et considérons le problème (11.12) pour œ (1) = 0. 
La solution s'obtient par la méthode ($ 8.4) qui ramène le problème 


min min {fo (x, U, t) + 199 if (x, U, 7} dt (11.16) 
x ê, uE ii 
à une suite de problèmes (v = 0, 1, ...) 
min n {f (a (+), u, + LS (a —f, (a) (4), u, 0), (11.17) 


i=1 


la fonction vectorielle xt ({) étant donnée, et 
t n 
min | {fo(z, u(, +50 S'lm—fi(z u(b, WP} de, (11.18) 
x A , iai . 


tt) = 2, z(4) = 2, 
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la fonction vectorielle donnée ul»? (t) étant cherchée comme solution 
de (11. 17). Ici x (t) est une fonction vectorielle quelconque excepté 
qu'elle vérifie les conditions aux limites (11.3). Cela peut être par 
exemple une fonction simple définie par l'égalité 


1 70) 
HO) (4) = DO + EE (4 — to). 


Soit (x® (t), u® (t)) solution du problème (11.16) qu’on a obtenue 
par la technique indiquée ou d’une autre façon. Notons 


prof, (a (6, uO(E), D, i=1,...,n, (1149) 


les déformations des liaisons non holonomes (11.2) sur les trajectoires 
x = zx (t) pour u = u® (t). On vérifie aisément que y! (t), ... 

yo (t) vérifient pour = 0 le système d'équations diffé- 
rentielles (11.14). La forme de ces équations suggère l’idée de choisir 
ces fonctions en tant qu’approximation suivante (autre que @ = 0) 
des fonctions de déplacement de (11.2): 


p()=yi (Et), i=1,...,n. (11.20) 


On reprend ensuite les opérations (11.17), (11.18) et on trouve 
la solution (zx (f), uth (4)) du problème (11.12) pour œ (t) — 
= pd ({) donnée. 

Ainsi, l'algorithme de résolution du problème de la commande 
optimale s’énonce comme suit : 


min D (at (4), u, &, q(#)) =D (a (6), uw (4), £, (1), (11.24) 


{a ts 
min | D(x, uv) (+), 1, gta) (t)) dt = | D (ztV+1)(#), utV(#), 1, ot (t)) dé, 
*% le LAS 
(11.22) 


z (to) = 2%, z(t,) = zd, uv) (1) étant solution de (11.21). Dans 
les deux dernières égalités 


Oz ut, qu, +50 D fie u + ph. 


i=1 


Il s'agit d’un algorithme composé de boucles intérieures v — 
= 0, 1, . et de boucles extérieures &« = 0, 1, . Chaque boucle 
intérieure comprend deux problèmes (11. 24) et (41. 22) et chaque 
boucle extérieure consiste en une suite de v qui aboutit à deux 


18* 
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fonctions vectorielles 2%) (t) et ut (1), solution de (11.12) pour 


Pi = qi? (t), i = 1, ..., nr, donnés, et à l’approximation suivante 
des fonctions optimales de déplacement de (11.2) 


pr 


.min D (xt, u,t,p'%1t)) 
LE 2 


î 
min Îo (a, uit: t, ont) di 


CS 


0e) 


ns me eme me nt ee nt me un ue CE NS AE GED QE EE Mn GE RU nt uen Que nt CRE ES GunS CEE CU} 


nn 


LL ue nee eme come mouve ne eue eme ons me eme eus uns eme me eue eue ess eme ms me ue must cms sms Ù 


g'*"1){t) en p'ait) + yŒ"*, g'æ t) 


DL) 


Fig. 11.1 


pet (1) = po? (£) + y: (z®, zx), ut), {), i=1,...,n. 


La fig. 11.1 représente l’organigramme de l'algorithme. 


to 
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PROGRAMMATION ET LANGAGES SYMBOLIQUES 


Les auteurs de ce livre, professeurs et docteurs ès sciences phy- 
siques et mathématiques, sont des spécialistes dans la théorie 
de la programmation pour les calculateurs numériques. L'ou- 
vrage rassemble les connaissances indispensables dans le do- 
maine traité et initie le lecteur à la programmation concrète qui, 
on le sait, dépend dans une grande mesure du calculateur, des 
types de problèmes à traiter et du système de programmation 
utilisé. Le livre se compose de deux parties: la première est 
consacrée aux problèmes généraux de la programmation, à cer- 
tains aspects de la théorie des algorithmes et aux transforma- 
tions équivalentes des fonctions logiques, la seconde, à la des- 
cription des langages symboliques les plus utilisés: ALGOL-60, 
FORTRAN, COBOL, PL/I, divers langages d'assemblage. 


A. OURMAEV 


ÉLÉMENTS DE SIMULATION 
SUR CALCULATEURS ANALOGIQUES 


Cet ouvrage expose les principes de fonctionnement des calcu- 
lateurs analogiques et des principaux blocs opérationnels; on 
y trouve les méthodes générales de programmation des calcula- 
teurs analogiques, ainsi que les méthodes de résolution de classes 
concrètes de problèmes embrassant plusieurs domaines: méca- 
nique générale, physique, électronique, chimie physique, résistan- 
ce des matériaux, programmation linéaire, etc. Ce manuel est 
illustré d’un grand nombre d'exemples ainsi que de problèmes 
dont la résolution permettra au lecteur d'asseoir ses connais- 
sances théoriques. 


